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Punktskattningen racker ofta inte
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Alla tre stickprov ger samma punktskattning for medelvardet (u* = 3) men
med varierande sdkerhet (medelfelet for skattningen ligger mellan 0.46 och
0.059). En punktskattning tillhandahaller ingen information om sin precision
och ar darfor ofta inte tillrackligt bra.
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Konfidensintervall for en skattning

Ett enda virde beskriver skattningen for en fordelningsparameter 6 ofta inte

tillrackligt bra.

det ar béattre att ange ett intervall vars bredd beskriver osdkerheten i
skattningen.

Ett sa kallad konfidensintervall omfattar med en viss sannolikhet parametern

som ska skattas.

Mer exakt: Ett intervall Iy som med sannolikheten (1 — @) ticker dver den sokta

fordelningsparamern 6 kallas ett konfidensintervall (KI) for 6 med
konfidensgraden (1 — a).

typiskt: @ = 0.05 — konfidensgrad 0.95 —» "95% konfidensintervall”

~

[

Utgdende fran ett stickprov vill vi hitta ett intervall som med 95%
sannolikhet omfattar det sanna vardet & = 95% konfidensintervall (KI)
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Konfidensintervall for skattning av i en
normalférdelning N (y, o)

Stickprov: T = (11 , X9, ... Ty) dar X; ~N(u, o)
1 n
w=— Z X, =X punktskattning for ui N (u, o)
n
i=1
Kom ihag att skattningen uppfattas som en slumpvariabel.

X~N (,u,, i) fordelning fér denna skattning

NG

Xf,u
CT/\/”(—1

~ N(0,1) standardiserad
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KI for skattningav u i N(u, o)
Fall 1: ¢ kdnd

Xi~N(o) — X~N (#i)

NG
B X—pu . Om o ar kidnd ar detta en sa kallad referensvariabel
7 = ~ N(0,1) . .
ol m ' (pivotvariabel).
(OBS: en N(0,1) - variabel betecknas ofta med 2)
Referensvariabel:

* ar kind sa ndra som pa parametern vi vill skatta [ har: u ]
* dess fordelning ar helt kand, inga okdnda parametrar ingar [ har: N(0,1) ]

Kom ih3g (foreldasning F5): Om Z ar en N(0,1)-fordelad slumpvariabel sa giller :

P(=Xajp <Z<+Xyp2)=1—a | om Z~N(01)

Aay,= kvantil for standardiserad normalférdelning, N(0,1)

www.matstat.org

Repetition

X; ~ N(u,0) [eller ungefar sa pga. Centrala Gransvardessatsen, CGS ]

P(=Xaj2 <Z < +hapz) =@ (Aaj2) = P (—Aaja) =@ (Aay2) — [1 = @ (Aas2)]

=2-®(Ag2) —1=2-[1-0a/2-1=1-a

Z~N(0,1)

fz(x)

P(*)\ﬁjz < Z S +)\(_1/2) =1—«

/Lz/z: kvantil for standardiserad

(pga. symmetri) normalférdelning N(0,1)

%/
\
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KI for skattningav i N(u, o)
Fall 1: o kdnd

X; ~ N(u,0) eller ungefir sa (CGS)

Steg 1: For att hitta ett konfidensintervall (KI) stiangs referensvariabeln
in mellan kvantilerna for dess férdelning:

P(=Aapp<Z<4+XMaps)=1-a

z=221 _No1)
O'/\/ﬁ
T
Pl=dap<—E<sdn)=1—a  e,=kvantlfor N(O,1)
O'/\/; 2
w_/

N(0,1) - fordelad

www.matstat.org

KI for skattning av u i N(u, o)
Fall 1: o kdnd

X; ~ N(u,0) eller ungefar sa (CGS)

Steg 2: Argumentet for P(...) omformas sa lange tills vi har stangt in
parametern vi vill skatta mellan kdnda storheter - P(... < pu < -++)

X —
P(—/\a/2< it S+)\(1/2) =1—-« ‘ O'/\/ﬁ

O—/ﬁ
g > o _
P —Aas2 ﬁ<X*#§+I\ou Jn =1l—a | — X
o Z o
P(_X_)\a/z‘ﬁ<—#S_X+)\”/3'ﬁ)—1_0 [ -(-1)
% o g .
P “v’)\(,l/z‘ﬁ Z;L')'X )\a/z-ﬁ =1—« vand om

www.matstat.org
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KI for skattningav i N(u, o)
Fall 1: o kdnd

— a = a
P(X*A,)/Q-E<QSX+/\Q/2-E):l*OL

Detta betyder: Slh:en att p ligger mellan X — Aq/, - "/\/ﬁ och X + Aa, - "/\/ﬁ arl—a.

Det ar precis vad vi ville ha! De numeriska vardena av dessa granser ar kdnda om
standardavvikelsen ¢ ar kdnd. Konfidensintervallet ar alltsa:

a .. . .
I,=2+X\ A KI for i N(u, o) med konfidensgrad (1 —
! /2 Vn @) nar o ar kand.

Om t.ex. « = 0.05 blir det alltsd en KI med konfidensgrad 0.95
(95% konfidensintervall):

T a a

#:;?::I:/\n.nzn'ﬁ:“ U
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Tolkning av konfidensintervall

Lita = 0.05 I, = & £ Aggas - % —F+1.96- % 95% KI for g

Slh.:en att dessa intervallgranser omfattar det sanna vardet p r 95 %.

pe—"

Métning nr

1

2

3

I”det langa loppet” (ndr manga stickprov tas) omfattar 95 av 100 berdaknade
konfidensintervaller den sanna parametern.

www.matstat.org
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Allman metod for att hiarleda ett KI

1. Hitta en referensvariabel
2. Sting in referensvariabeln mellan kvantilgranserna

3. Stingin parametern som ska skattas mellan kdnda storheter genom
att omforma i parantesen P(...)

_ - Top .
1 X~N(p = ~N(0,1 referensvariabel om o
) (I N ) = o m (0.1) ar kand

X—up S .

2) Pl-dap< <H+Ays2 | =1—a  giller foren N(0,1)- variabel
alym

3) P (X' A 7 <p< X4+ 7 1 efter omformning

- a/'Z'ﬁ B~ a/g'ﬁ =l-a

Det sanna vintevardet u omfattas alltsd med sannolikhet 1 — a av:

_ o)
I, =2+ )\a/z . ﬁ KI for 4 med konfidensgrad 1 — a

Konfidensintervallets bredd

~ o
[.“ = ='j:/\0'/2 . ﬁ
a
ro— /\a — — T . i
i /2 N T I+ /\Q/Q n
’ i '
b=2-Xu/s- g bredden av Kl:et for p i N(u, o) nir o
o2 n ar kand; konfidensgrad 1 — a

Blir n storre, si forminskas bredden av konfidensintervallet. Detta ar
onskningsvart (hogre precision), men det blir troligtvis ocksd dyrare (att
samla in fler matvarden). Vi kan krava att Kl:et inte ska vara bredare an ett
visst varde by, och darifrdn bestimma hur stort stickprovet mdaste vara.
Omformning av ovanstaende formel (dar vi slar fast b = b)) ger:

A o 2 Aay, bestdms genom val av a
n==4- (L) o kdnd enligt vart antagande
bo by slds fast enligt onskan

www.matstat.org
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Konfidensintervallets bredd

Sample size vs. width

= A 20 2
= n=4. (222"
bo
=7 For att forminska b, maste
= n forhojas starkt.
& by férminskas
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Sammanfattning

I samband med hérledningen av ett konfidensintervall fér u hade vi:

o anvint X som punktskattning fér

skrivit ner vilken férdelning X har

hittat en referensvariabel

stangt in referensvariabeln mellan respektive kvantiler

o O O

omformati parentesen P(...) for att stinga in parametern som ska
skattas mellan kdnda storheter

B 1 7 ) o
X=23 X = X~N(n,i) = X=F N
L Vi U/ﬁ
X -
=> P(—)\a/g< " S-{-Anlg) :]—(E
G’/\/ﬁ
= P(X-Ap < p <X dapp =) =1-0a
af2 \/ﬁ H = /2 \/ﬁ - &
- a KI fér u med konfidensgrad 1 — a
P i g :
= i Aa/z vn o antas vara kdand
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Allman metod for att harleda ett
konfidensintervall

1. Hitta en referensvariabel

2. Stang in referensvariabeln mellan kvantilgranserna

3. Sting in parametern som ska skattas mellan kdnda storheter genom
att omforma i parentesen P(...)

OBS!: Detta dr redan det grundldggande som behdovs for att harleda
konfidensintervaller. Det finns dock manga olika situationer:

* o kan vara okdnd (och sd ar det ocksa oftast)
* en annan fordelning 4n normalférdelning kan foreligga

Flera olika sddana situationer ska nu diskuteras —

www.matstat.org

KI for skattningav pi N(u, o)

Fall 2: o okénd, stort stickprov
X; ~ N(u, o) eller CGS

* e T a
pr=X~N (#: _ﬂ) fordelning for skattning for

\/_

X -y
KN,

O'/\/Tj

=

Detta ar inte nagon referensvariabel for att o ar okant. (Vi vill skatta u , alltsa
far bara u vara den enda okinda storheten i uttrycket). Om n ar stor kan dock
o approximeras med s (s dr ju en konsistent skattning for o, dvs. s ligger med

stor sannolikhet ndra o, se foreldsning F8, "Punktskattning”):

X-un
il N(0,1) Referensvariabel —n > 30

o—S I:>
— Allman metod for att hiarleda ett konfidensintervall :

www.matstat.org
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KI for skattning av p i N(u, o)

Fall 2: o okénd, stort stickprov

Hitta en referensvariabel Xi ~ N(u,0) eller CGS
Stang in referensvariabeln mellan kvantilgranserna

3. Stingin parametern som ska skattas mellan kidnda storheter genom
att omforma i parantesen P(...)

I —mi . KI for u i N(u, o) med konfidensgrad (1 — )
B /2 N nér o ar okand men stickprovet (n) ar stort.
N o n =30
[ = punktskattning + kvantil - medelfel

Exempel: stickprovet: n =32 X =42250 s=164
sokes: 95% KI for u

@ =005 - Aaj, = Aggzs = 1.96

n=231alltsd c->s

614
I, =42250 +1.96 -—— = 42250 + 212 = (42030;42470
Z 732 ( )

KI for skattning av p i N(u, o)

Fall 3: o okénd, litet stickprov

= o
R— X ~ J\‘T . " . e . "
1 (,lt, ﬁ) fordelning for skattning for u
X -
Ll N(0,1)
NS

=

Detta ar inte ndgon referensvariabel for att ¢ ar okant. Stickprovet ar inte
heller stort sa att o kan inte ersattas med s. Istillet forandras fordelningen.
Om n ar liten och vi ersitter ¢ = s dndras fordelningen till Student’s t-
fordelning (harledning: se appendixet)

X—u
— Ly t(n—1)  referensvariabel

Argumentet for t-fordelningen (har: n — 1) kallas "frihetsgrader”. Student’s t-
fordelning liknar normalférdelningen men ar ndgot bredare, vilket dterspeglar
den storre osdkerheten (vi har ju en simre approximering av ¢ genom s om n ar
liten). Ju stérre n blir, desto smalare blir t-férdelningen (storre stickprov
"belonas” aterigen med storre precision vid skattningen).
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Student’s t-fordelning

Tathetsfunktion for t-fordelningen for olika frihetsgrader, jamforelse
med N(0,1)

-
=

fx () — N(OD)

- £(5)

v I ,
f(t) = r(%l) 14 ﬁ ’ tathetsfunktion
vrI'(3) v v = antalet frihetsgrader

www.matstat.org

Kvantiler for t-fordelningen

Tathetsfunktion for Student’s t

02
|

\
too7s(f) = = to.o2s(f) to.025(f)

(symmetriskt runt 0)

|
I
0

OBS!: Kvantilerna for t beror pa antalet frihetsgrader (f)

www.matstat.org
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Tabell 3. t-fordelningen
P(X > ta(f)) = a, dir X € t(f).

area=
o )
Kvantller for fla 010 005 0.0l 0.005 0.001 _ 0.0005
1 308 6.31 3182 63.66 31831 636.62
t'fordelnln en 2 189 292 696 992 2233 3160
g 3 164 235 454 58 1021 1292
4 153 213 375 460 717 861
5 148 20 336 403 589  6.87
- 6 144 Q 314 371 521 5.96
T, df=6 7 141 T 300 350 479 541
04 8 140 186 290 336 450 504
9 138 183 282 325 430 478
10 137 181 276 317 414 459
03 11 136 1.80 272 311 402 444
12 136 178 268 305 393 432
13 135 177 265 301 38 422
14 135 176 262 298 379 414
02 f=6 15 134 175 260 295 373 407
16 134 175 258 292 369 401
17 133 174 257 290 365 397
@i 18 1.33 173 2.55 288 3.61 3.92
0.05 19 133 173 254 286 358  3.88
: 20 133 172 253 285 355 385
0.0 21 132 172 252 283 353 382
0 1.94 22 132 172 251 282 350 379
23 132 171 250 281 348 377
24 132 171 249 280 347 375
25 132 171 206 249 279 345 373
t-féordelningen dr nadgot bredare &n N, men 26 131 L71 206 248 278 343 371
. .. . 27 131 170 205 247 277 342  3.69
ju storre n desto mer liknar de varandra 28 131 170 205 247 276 341  3.67
. . 29 131 170 205 246 276  3.40  3.66
(se sista raden i tabellen) 30 131 170 204 246 275 339 365
40 130 168 202 242 270 331 355
60 130 167 200 239 266 323 346
www.matstat.org 120 129 166 1.98 236 262 316  3.37
53 128 164 196 233 258 309 320 =f,

KI for skattning av i N(u, o)

Fall 3: o okand, litet stickprov

X -

H
— ~tn—1) referensvariabel X;i~N(u,o
é/ﬁ L (,Ll, )

Hitta en referensvariabel
Stang in referensvariabeln mellan kvantilgranserna

3. Stangin parametern som ska skattas mellan kdnda storheter genom
att omforma i parentesen P(...)

X -
P (—ta./g(ﬂ.— 1) < 2K < tasa(n— 1)) =1l-a
b/\/;

S

P(Xfta/z(nflj-\/ﬁ<p§)7(+tu/2(7171)-%):170

5 KI for ui N(u, o) med konfidensgrad
I:> =2+ 1t,5(n— 1) - ﬁ 1 — @ nér ¢ ir okdnd och stickprovet
(n) ar litet.

www.matstat.org
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KI for skattning av u i N(u, o)

Fall 3: o okédnd, litet stickprov

n

Tttap(n—1)- 7n 5= ”iIZ(.x:, -z)*
i=1
! ! N

[ = punktskattning + kvantil - medelfel

=)

T+ tmfg(n- - 1) .

S
S

_ E
T tap(n—1)- —=

¥

Vifér x,s,n frén stickprovet och te/,(n — 1) ur en tabell.
OBS!: Kom ihdg att X; ~ N(u, o) antogs for att hirleda konfidensintervallet.

Pga. den Centrala Gransvardessatsen kan det rdcka om variablerna X; ar
bara ungefar normalférdelade.

www.matstat.org

KI for skattning av u i N(u, o)

Fall 3: o okénd, litet stickprov
Exempel:

Vi vet (eller har skil att tro) att X dr normalfdrdelad.
x =(15.7,14.3,12.65,13.2,16.85, 16.05, 16.55, 16.05, 16.6, 17.05)

Sokes: 95% konfidensintervall for

Om det ar kdnt att 0 = 1.56:
D:U/W%O.S /\a/2 :/\0‘025 =1.96
l.=x=x /\0/2 -D=155+196-05~155+1=(14.516.5)

Om o ar okind:
s=156 d=s/y/n=05  t,(f)= thos(9) = 2.26
h= Xt t,o(n—1)-d ~ 1554226-0.5~ 155+ 1.1 = (14.4,16.6)

www.matstat.org
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KI for skattning av Au for tva N-variabler
Fall 1: oy och gy kidnda

Tva populationer, 2 stickprov: X = (x1, %z, -, %y, )

2 populationer
Y = (YLYZ; "';Yny)

Punktskattning for skillnaden Ay = uy — uy mellan de tvad vantevardena:

Au*=X — Y (vantevirdesriktig, konsistent)

_ el — a
Vivetatt: X ~ N [ p,, — och vy~ N ,—

=) X -V ~N(p—pggy|=+-2
T Ny Ty

App = iz — iy

—p X-Y~N(AgD)

www.matstat.org

KI for skattning av Au for tva N-variabler
Fall 1: oy och oy kdnda

o detta ar en /ﬁ
X-v-Aap referensvariabelom  p— /%2 v

|:> ——— ~ N(0,1) . Vm n
D oy och gy dr kdnda v

1. Hitta en referensvariabel
2. Stang in referensvariabeln mellan kvantilgranserna
3. Stangin parametern som ska skattas mellan kdnda storheter genom att

omforma i parentesen P(...)

_ KI f6r Au mellan tva normalférdelningar,
Ing =2 -9+ )\0/2 D konfidensgrad 1 — a, om gy och gy kinda

L 2

0 IAy

»

OBS!: Om ett KI for en differens mellan tvd vanteviarden inte omfattar
nollpunkten, s& vet man med (1 — a) - 100% sannolikhet att vintevirdena i
de tva populationerna verkligen skiljer sig. Om Kl:et diremot omfattar 0, sa
kan vi inte sdga om en skillnad finns - noll ar ju en majlig skillnad i sa fall!

www.matstat.org
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KI for skattning av Au for tva N-variabler
Fall 2: oy och gy okdnda men stora stickprov

ne > 30 3 ny > 30 "tumregler”, ibland dven mindre
Op = 8¢ Ty —F Sy pga. konsistens av skattningen

D—>d medelfelet

I detta ar en referensvariabel for att sy och
X-Y-Apu PR imation f6
— ~ N{0,1) sy drkénda (och enbra approximation for
d oy resp. oy , sa att férdelningen inte dndrar sig)

1. Hitta en referensvariabel
2. Stang in referensvariabeln mellan kvantilgranserna

3. Stangin parametern som ska skattas mellan kdnda storheter genom att
omforma i parentesen P(...)

KI for Ay mellan tva normalférdelningar,

konfidensgrad 1 — a, gy och gy okdnda men
stora stickprov

IA”:T*fgﬂiAﬂ,/g‘d

www.matstat.org

KI for skattning av Au for tva N-variabler
Fall 2: o5 och oy okdnda men stora stickprov

KI fér Ap mellan tva normalférdelningar,

konfidensgrad 1 — a, oy och oy okdnda men
stora stickprov

IA”:.T—’QZE)\O,/Q'Q{

T
Ti. u
1 =

. 1
.2 =32 2 _y2
s, = E xr; — T S, = E 1Y — 1
S n 1 . 1( i ) Y — (J’J j)

n—1

Ex1: populationer A och B; ett stickprov fran varje population har tagits:

%, =165.09 s4=6096 ny =22 } givet
Xp =153.10 sp=43.08 np=30

Soker: 99% KI for skillnad
mellan p4 och ug

60.962  43.082
d=\/ =g+ 5 = 1519 @ =001 Ay =Xogos =258

Ing = Ta — g+ Agyp-d=11.99 £ 2,58 - 15.19 = (~27;51))

Resultat: ingen signifikant skillnad mellan vantevardena pa 99%
konfidensniva, konfidensintervallet innehaller ju nollan.

www.matstat.org
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KI for skattning av Au for tva N-variabler
Fall 2: oy och oy okdnda men stora stickprov

Ex2: populationer A och B; ett stickprov fran varje population har tagits:

A = (195,240,154, 95,65,82,132, 155,125,119, 155, 345,
145,200, 130, 223, 145, 207,183, 190, 137, 210)

B = (88,73,165,188, 145, 158,195,165, 140, 145, 203, 196,
230, 225,128,190, 170,158.72,135. 105, 155, 165, 120
138,125,188, 145,208, 75

99% konfidensintervall for skillnaden mellan medelviarden ?

XA =165.09 s4=60.96 xg=153.1 sg =43.08 xa — X =
11.99

d= % + % = \/6%%62 + 433'(582 =15.19 (medelfelet)
1-a=09 = a=001 A,p= Ao =258

Ing = %a — XB £ Aoj2 - d = 11.99 + 2.58 - 15.19 = (—27,51)

www.matstat.org

KI for skattning av Au for tva N-variabler
Fall 3: gy och gy okdnda men lika(!), sma stickprov

olika populationer

@ =(r1. T2 . Tny) dar X; ~ N(i, o) tva stickprov fran
Y= (y1.Y2:+ Yny) dar Yi~ N(py, o)

(Ap) =X -V punktskattning for Ay g, =0y =0

(ngy —1)-s2+(ny —1)-s2

"pooled variance”
(ng = 1)+ (ny — 1)

o ersatts med Sp = \/

medelfelet: d

I
wn
S

t-fordelning med
f=ne+n, -2

Mankanvisaatt X —Y —Au

~t(ng +n, —2
(se appendix) d (s Y )

Stickproven dr smd — t-fordelning, som ovan, men med foérandrat antal
frihetsgrader
www.matstat.org
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KI for skattning av Au for tva N-variabler
Fall 3: gy och oy okdnda men lika, sma stickprov

(ne —1)- 82+ (ny —1)- 82 1 1
sp = d=sp-\[—+—
(ny — 1)+ (ny, — 1) Ng Ny
X-Y-A
. 2y t(f) referensvariabel
f=n.+n,—2 antalet frihetsgrader

KI for Au for tva normalfordelningar,
Ianp=2—y= tas2 (f)-d konfidensgrad 1 — a, oy och gy okdnda men
lika, sma stickprov

Jamforelse med stora stickprov (n,,, = 30): ta,(f) ar stérre an Aa;, —
konfidensintervallet blir alltsd bredare. Detta aterspeglar faktumet att vi har
storre osikerhet pa grund av mindre stickprov.

www.matstat.org

KI for skattning av differens mellan medelvarden for
tva parade stickprov fran N

Skillnad mellan oberoende stickprov och stickprov i par:
o parade stickprov: tva respektive varden tillhor varandra, de bildar ett par och
ar inte oberoende

Exempel: Blodsockerhalt hos diabetespatienter fére och efter en behandling:

Oberoende stickprov:

Grupp 1, fére | 70.4 80.1 65.8 66.7 74.3 72.1 70.9 85.4 89.3 90.4 789 77.0

Grupp 2, efter | 70.9 65.8 66.7 74.3 87.2 89.3 93.4 82.1 74.1 70.9

Parade (icke oberoende) stickprov:
person A B C D E F G H

fore 78.1 66.9 74.3 72.5 90.9 78.3 68.4 72.5

efter 79.2 67.0 77.1 73.3 92.0 78.1 68.4 72.9

Blodsockerhalten hos en person efterbehandlingen ar icke oberoende av
blodsockerhalten hos denna person fére behandlingen.

www.matstat.org
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KI for skattning av differensen mellan medelvarden for

tva parade stickprov fran N

person A B C D E F G H
fore 78.1 66.9 74.3 72.5 90.9 78.3 68.4 72.5
efter 79.2 67.0 77.1 73.3 92.0 78.1 68.4 72.9

o Observationerna ar inte oberoende, den ovan visade metoden for att

berédkna ett KI for tva oberoende grupper kan alltsa inte anvindas.

o Genom att samla parade observationer kan variansen som ingar i
berdkningen av ett KI féorminskas jamfoért med variansen for oberoende
stickprov, for att varianserna inom ett par (vertikalt i tabellen) ar oftast
mindre dn varianserna mellan paren (horisontalt i tabellen).

o Vi maste fortfarande krdva att paren ar oberoende av varandra (t.ex.

maste person A vara oberoende av person B, osv.)

www.matstat.org

Idé: anvind differenserna z; inom paren for att skatta Ay mellan bada
grupperna.

Observations
70 80 90

60

50

Paired observations

www.matstat.org ®
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. ; ®
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T
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i v
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Modell for KI for parade stickprov, antaganden

o alla observationer kommer fran en normalférdelning

o det finns en systematisk forskjutning Ay mellan populationerna X och Y, som
bara tacks 6ver av rent slumpmassigt (normalférdelad) brus

o samma varians inom grupperna, dvs. vi har 2 i grupp X och 033 igruppY
o observationerna mellan paren maste vara oberoende

Xi~ N (piy o) systematisk forskjutning Au
Y~ N (p; + Ap, o) mellan bada grupper

Z; =Y, - X; beriknas

Zi~ N(Ap,0:) fordelningforallaZ; Lite mer i appendixet!

25

Z~N (A,(.:, ) fordelning for medelvirdetav alla Z;

n

o, = \/012, +02—2-p-0.0, standardavvikelse for o, (okant)
W_/

c (X= Y) = P 0z0y Kkovarians forX, Y
www.matstat.org

KI for Au , parade stickprov

Zi~N(Ap.o,)  Z~N(ap 2=
( 1! ) ( L. \/ﬁ)
Detta problem kdnner vi redan till: skatta vintevardet (har: Ap), for en
normalférdelad slumpvariabel (har: Z;), med okdnd standardavvikelse (har:
07) med hjilp av ett litet stickprov!

Respektive referensvariabel ar alltsa t-fordelad, for att o, ar okant:

Z—An m 1) )
— ~t(n—
s/ referensvariabel

1. Hitta en referensvariabel
Stang in referensvariabeln mellan kvantilgranserna

3. Stdngin parametern som ska skattas mellan kdnda storheter genom att
omforma i parentesen P(...)

N

In, =34t n—1). 2% KI for vantevardenas differens for parade
Au &/2( ) \/ﬁ stickprov fran N, konfidensgrad 1 — a

L 5 _ X 2 (IR -2
T =W == Zz.,; s = Zl(zt —z)

n—1
2

www.matstat.org
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KI for skattning av differens mellan medelvarden for
tva parade stickprov fran N

Exempel: tva personer A och B utférde matningar pa 11 olika objekt, vi
vill veta om de mater "systematiskt olika”:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

B | 216 229 20 23.6 167 17.5 273 198 164 14.7 20.1
A | 202 22 19.7 214 16.3 17 245 156 16 13.2 19
Z 14 09 03 22 -06 0.5 2.8 4.2 04 15 1.1

Det antas att matningarna r observationer fran N(u; , o,) resp. N(y; + Au, ay),
dar Au dr den systematiska skillnaden mellan grupperna.

2=134 f=n—1=10 ty(f) = toozs(10) = 2.23

n—1

s= i S (5 - 27 =133 d=s/vTT=0401
In = (24 toy2(f)d) = (1.34 £2.23-0.401) = (1.34 + 0.89) = (0.45,2.23)

Fazit: Det finns verkligen en signifikant skillnad pa 95% konfidensniva
(KI:et innehaller inte nollan).

www.matstat.org

KI for skattning av p i Bin(n, p)

(KI for skattning av en proportion)

* x =antalet "lyckade Berno.ul{i-ft.).rsbk } fran stickprovet
* n = totala antalet Bernoulli-forsok

X .
p= -~ punktskattning forp X ~ Bin(n,p)
X ~ Bin(n,p)
X ~ N (n.-p, ﬂ--p-(lf}))) om V(X)=n-p-(1-p)>5

Normalapproximation! Stickprovet maste vara stort om detta ska vara befogat
(som t.ex. i en opinionsundersokning). Kom ihag exemplet med myntkast for
att skatta p (forelasning F8), dar bara 10 kast inte gav ndgot bra resultat!

Vi anvinder reglerna som géller for linjartransformation fér normalférde-
lade slumpvariabler (se férelasning F5, "Kontinuerliga slumpvariabler”) —

X p-(1—
p= ; ~ N (p: an)) fordelning for punktskattning p* for p

Pt = X ~ N (p,D) med D= M forkortning
n n

2020-07-13
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KI for skattning av p i Bin(n, p)

(KI for skattning av en proportion)

X -
p*=—~N(p,D) med D= p--p) forkortning
n n
X

n P
n ~ N(0,1
L~ N

Standardisering ger:

Standardavvikelsen D approximeras med medelfelet d genom att ersédtta p med
skattningen for p, alltsd med p* = x/n . Detta kan goras for att skattningen ar

vantevardesriktigt och konsistent; och for att stickprovet (n) ar stort:

x
pop = - — D-d
X-p
2~~~ N(0,1) referensvariabel

1. Hitta en referensvariabel
Stang in referensvariabeln mellan kvantilgranserna
Stang in parametern som ska skattas mellan kdnda storheter genom att

Nb

omforma i parentesen P(...)

www.matstat.org

KI for skattning av p i Bin(n, p))

(KI for skattning av en proportion)

referensvariabel

w P

U ~ AI () 1
—— ~N(0,1)

KI fér skattning av p in Bin(n, p) (skattning

av en proportion). Stort stickprov krévs.

T
L= =42 d

1) Konfidensgrad 1 — a
Punkskattning + kvantil - medelfel

Exempel: Andel undermaliga komponenter som produceras i ett foretag: ett
stickprov med 250 komponenter har tagits. Det visade sig att 42 av dem hade en

for kort livslangd. Vi soker ett 95% KI for andelen felaktiga komponenter:

z 42 = 0.168 punktskattning fér andelen felaktiga komponenter

*—7 —_—

P T 950

g [0.168 - (21[; 0168) _ os @ =005 Aas, = Aggps = 1.96
8]

I, =2 £ Xyjp-d=0.168 £ 1.960.023 = 0.168 + 0.046 = (0.12:0.21)
T _

www.matstat.org
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KI for skattning av p i Bin(n, p)
(KI for skattning av en proportion)

x
I, = - + Ays2-d  KIfor skattning av proportion

p*-(1-p*)
T

b=2-XAyjo-d=2-Xa- konfidensintervallets bredd
Om man bestammer sig fér en viss maximal bredd by av KI:et maste man vélja
stickprovsstorleken dérefter. Omformning ger:

/\ /g_) 2
w1 (22)

*

Vi kdnner dock inte p*. Om vi inte har ndgon uppfattning om ungefar hur stort p
kan vara maste vi "for sakerhets skull” ta det storsta vardet for p* - (1 — p*), som
ar 1/,. (kolla med derivering). Vi far:

Ansa )2 A
ng = ( (:0/2) eller bu = \;{{73

Vill man férminska by maste man forhoja stickprovsstorleken avsevirt: ny ~ by
(Vill man halvera b, sd maste man fyrdubbla n;).

www.matstat.org

KI for skattning av skillnaden mellan 2 proportioner
(skattning av Ap for tva Bin)

o Data: 2 stickprov fran 2 populationer: x;,x, = resp. antalet "lyckade”
o opinionsundersokning (Ja/Nej) pa staden (x;) och pa landet (x,)
o andel felaktiga komponenter i fabrik A (x;) och i fabrik B (x;)

X
Py = é Py = 22 punktskattningar for p; och p,
1 T2
. X1 Xs R . « _ .
(Ap)' == - = punktskattning for Ap (vantevardesriktig, konsistent)
1y Ty
X1 ~ Bin{ni,m) Xo ~ Bin(na, pa)

Bade n; och n, maste vara stora - normalapproximation:

X P (1— X p2 - (1—p2)
21 ~ N (p], P ( 1’1)) T ~ N (132, —
I3 n 2] na
X X - (1 —p p2 - (1 — pe
=> _1__2NN(IJ-|—.U2.\/“ ( JT1)+'F2 ( [)2))
VI na ny o

www.matstat.org
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KI for skattning av skillnaden mellan 2 proportioner
(skattning av Ap for tva Bin)

=> ﬁ_é’\‘z\f(fjl—pz_\/p].(lp|)+p’2'(lp2))

5 e n 2
— )
—~ ~"
Ap D

Standardavvikelsen D approximeras med medelfelet d genom att ersatta bada p;
med motsvarande skattning, alltsa p;* = % (i=12).
i

I . -4 Xz | — X2

&*&’VN’(AP,(){) d: T (1 n|) + T2 (1 uz)
ni na n1 na
X Xo 7
% ~ N (0,1) referensvariabel — "allmian metod”

KI for skattning av skillnaden mellan tva

T T proportioner (Ap for tva Bin).

Inp = E - E tAap-d Bada stickprov maste vara stora.

Konfidensgrad (1 — «).
Punkskattning + kvantil - medelfel

www.matstat.org

KI for skattning av u i Po(u)

Stickprov: (x,x,, -+, x,) = antalet intriffade hindelser ("events”) i n
observerade (lika stora) intervaller

w=X punktskattning (se tabell forelasning F8)  X; ~ Po(u)

X; ~ N (1, /1) normalapproximation (forelasning F7)

1 > 15 (manga handelser kravs i varje intervall)

X~N (H: \/g) fordelning for medelvirdet av n observationer

X—pu

Vi/n

. (om u i ndmnaren ersatts med
AT
~N(0.1)  referensvariabel sin skattning ¥ — medelfel )

KI for vantevardet u i Poissonférdelningen.
u > 15 kravs. Konfidensgrad 1 — a.

I, =+ Ay
H /2 Punktskattning + kvantil - medelfel.

www.matstat.org
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KI for skattning av standardavvikelsen o i N(u, o)

Stickprov  x = (11, Z2,...2,) oberoende

Om alla X; har samma férdelning X; ~ N(u, o) och dr oberoende, da géller
det allmant att:

1o ., i 20 AN e . "
1 _ N o x°(n— 1) : chi-kvadrat-fordelning, for
o2 Zl (Xf X) X (n 1) n — 1 frihetsgrader

P

a2 n
. 1 o\ 2
(n— 1)§ ~x%(n—1) eftersom §%= — § (Xi - X)

=1

Detta dr redan en referensvariabel (bara o okdnt, som vi vill skatta).

1. Hittaenreferensvariabel

2. Stangin referensvariabeln mellan kvantilgranserna

3. Stang in parametern som ska skattas mellan kdnda storheter genom att
omforma i parentesen P(...)

OBS!: Chi-kvadrat-fordelningen ar icke symmetrisk!

www.matstat.org

KI for skattning av standardavvikelsen o i N(y, o)

OBS!: chi-kvadrat-férdelningen ar icke symmetrisk:

Chisquare distribution function
df=§

014

chisquare_plot.R

010
|

0.06
|

0.0z
|

0.00
|

N 4

| | |
o) X2 )

www.matstat.org
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KI for skattning av standardavvikelsen o i N(u, o)

2

r (X%*([/?(f) < (n'il)s = n/Z(f)) =l-a

ﬂ omformning ... l1—a

’1'?71)5“ (n—1)52 l—a f L
=1- =n—
n/z Y| a/z(f)
frs® 52 KI for skattning av variansen ¢ i en
g

X2 a() ><1 C /g(f ) normalférdelning N (i, o)

I f f KI for skattning av standardavvikelsen o i
= - BCH -8 .. .

- Xi/g(f) X:I—G/Z(f) en normalfordelning N (i, o)

www.matstat.org

KI for skattning av
standardavvikelsen o i N(u, o)

Exempel:  stickprov z = (11, T2,...2y) X; ~ N{p, o)
s =1.56;n =10 fran stickprovet

Soker: 95% KI for o

X3 _ajo(f) = x§o75(9) = 2.7 X2 /2(F) = X3.025(9) = 19

I_(\fufs \Fus) (107 2.85)

Standardavvikelsen omfattas med 95% sannolikhet av intervallet (1.07 ; 2.85).

www.matstat.org
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Tabell 4. x2-férdelningen
P(X > x2(f)), dar X € x2(f).
area=x

xa(f)

« 0.9995 0.999 0.995 0.99 0.975 0.95 0.05 0.025 0.01 0.005 0.001 0.0005

f
i} 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 3.84 5.02 6.63 7.88 10.8 12.1
2 0.00 0.00 0.01 0.02 0.05 0.10 5.99 7.38 9.21 10.6 13.8 15.2
3 0.02 0.02 0.07 0.11 0.22 0.35 7.81 9.35 11.3 12.8 16.3 17.7
Vi hittar: 4 0.06 0.09 0.21 0.30 0.48 0.71 9.49 11.1 13.3 149 185 20.0
5 0.16 0.21 0.41 0.55 0.83 1.1511.1 12.8 15.1 16.7 20.5 22.1

X6975(9) = 2.7 ¢

7

8

030 0.38 0.68 0.87 1.24 1.64 12.6 14.4 16.8 18.5 225 24.1
) 048 0.60 0.99 1.24 1.69 2.17 141 16.0 185 20.3 24.3 26.0
X6.025(9) =19 071 086 1.34 1.65 2.18 2.73 15.5 17.5 20.1 22.0 26.1 27.9

9 097 115 1.73 2.09(2.70)3.33 169 @9.002L7 23.6 27.9 297

10 1.26 1.48 2.16 2.56 3.25 3.94 18.3 20.5 23.2 25.2 29.6 31.4

11 159 1.83 2.60 3.05 3.82 4.57 19.7 21.9 24.7 26.8 31.3 33.1
12 1.93 2.21 3.07 3.57 4.40 5.23 21.0 23.3 26.2 28.3 32.9 34.8
13 2.31 262 3.57 4.11 5.01, 5.89 22.4 24.7 27.7 29.8 34.5 36.5
14 270 3.04 4.07 4.66 5.63 6.57 23.7 26.1 29.1 31.3 36.1 38.1
15 3.11 3.48 4.60 5.23 6.26 7.26 25.0 27.5 30.6 32.8 37.7 39.7

16 3.54 3.94 5.14 5.81 6.91 7.96 26.3 28.8 32.0 34.3 39.3 41.3
17 3.98 4.42 5.70 6.41 7.56 8.67 27.6 30.2 33.4 35.7 40.8 42.9
18 4.44 4.90 6.26 7.01 8.23 9.39 28.9 31.5 34.8 37.2 42.3 444
19 491 5.41 6.84 7.63 8.91 10.1 30.1 32.9 36.2 38.6 43.8 46.0
20 540 5.92 7.43 8.26 9.59 10.9 31.4 34.2 37.6 40.0 45.3 47.5

www.matstat.org

Ensidigt KI for skattningav ui N(u, o)

o okand, litet stickprov, begransat till vanster

M ~ t(f) referensvariabel ~ X; ~ N{u, o)
8/ v f=n-1
t-distribution
Det giller att (se bild): =5
X—u
P( !Jgtu(f))zl_a o
s/ﬁ

Efter omformning blir det:

o)
0z
Il

- s
_ A R R 1-
P(,{L>X to(f) \/ﬁ>f1—a = a j{
Sannolikheten att y r storre dn
detta uttryck dralltsd 1 — a quantile_plots.R /

www.matstat.org

2020-07-13

25



2020-07-13

Ensidigt KI for skattningav ui N(u, o)

o okand, litet stickprov, begransat till vanster

> S Sannolikheten att y ar storre dn
P - — ) =1—-a
(I’t > X —ta(f) ﬁ) ' detta uttryck dralltsd 1 —

_ (= g . Ensidigt KI for vantevirdet i N(u, o).
I, =z—t(f)—; +0 )
! ( /) N + ) Konfidensgrad 1 — a

Det betyder att vi vet med (1 — ) - 100% sannolikhet att y ar storre dn den
undre konfidensgransen.

95% KI

[y 1
v I
/ t 400
' ¥ (punktskattning, fran stickprovet)

www.matstat.org

Ensidigt KI for skattningav ui N(u, o)

ookand, litet stickprov, begransat till hoger

X —p ~ t(f) referensvariabel ~ X; ~ N{u, o)
s/ N f=n-1
t-distribution
df=6
Det giller att (se bild):
X - -
P( ”>—Lu(f))=1—a =
Efter omformning blir det: 2 2
_ s 11—«
P(,U,(X-!—t (f)—) =l—-a =4 @
Sannolikheten att 4 &r mindre dn
detta uttryck dralltsd 1 — & ¢ t (f)
gy

www.matstat.org
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Ensidigt KI for skattningav ui N(u, o)

ookand, litet stickprov, begransat till hoger

Ensidigt KI for skattning av p i N(u, o) Sannolikheten att y &r mindre &n
o okind, litet stickprov, begrinsat till hijger detta uttryck aralltsi1 — a
I,=|-o00; z+ ta(f) Ensu'ilgt KI for vantevardet i N(u, o).
vn Konfidensgrad 1 — a

Det betyder att vi vet med (1 — @) - 100% sannolikhet att ¢ 4r mindre 4n den
o6vre konfidensgransen.

95% KI |
—® T T+ Lalf)
(punktskattning)

www.matstat.org

Appendix

Intervallskattning
Uwe Menzel, 2018

uwe.menzel@matstat.org

www.matstat.org
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Chi-kvadrat fordelningen

n =42
Z(Xf—X) ¥2
W= =1 _ (n— 12) -5 - Xg(” —1)

2

a a

Detta giller allmant om X; dr oberoende, normalférdelade slumpvariabler
med standardavvikelsen o.

fx () X~ x*(f) Tithetsfunktion y? for olika
frihetsgrader.

Observationerna X; maste
harstamma fran en normalfordelning.

03

X;~ N (p,0)

[ 5 1 18 20 28

www.matstat.org

t-fordelningen

( Student’s distribution )

Forutsattningar:  Z ~ N(0,1)
maste vara oberoende
W~ x?(v)

Om slumpvariablerna Z och W har ovanstdende fordelningar, sa har
foljande kvot en sa-kallad t-fordelning:

Z
— ~t(v)
/E t-fordelning med v frihetsgrader
v

www.matstat.org
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Student’s t-fordelning

o Z~N(0,1) standardiserad normalférdelning
o W~x?(v) chi-kvadrat, v =n— 1 (frihetsgrader)
o Zoch W oberoende

X*].Lo 52 2
Z = ~ N(0,1 F=(n— 125 ~ X3 —
AN W= (1) i)
w (n—1)-52 S S/\ﬁ
v a2-(n—1)

Den vanstra sidan ar t(n — 1) - fordelad, alltsa maste detta ocksa galla
for den hogra sidan:

X*,U,D
SING ~ t(n

. 1) Slumpvariablerna X; maste vara
normalférdelade och oberoende

www.matstat.org

Skattning av u for N(u, ) nar o ar okdnd och n inte
heller stor

Distribution Plot
T, df=6

X; ~ N{u,0) oberoende

03

Referensvariabel:

Density

X -

! ~ t(n — 1) . 0.025 \ 0.025

S/

. \
( toso(n —1) 6/\/ﬁg+tn/2(ﬂ—1))=l—{l‘
( tas2(f = SHS-’Z—F tasolf) ﬁ) =l-a
.' =z+ a/2 f) \/— f =n-—1 ta/Q(f] > )‘cer

TI

(bredare konfidensintervall nar n liten och o oként)

www.matstat.org
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Skattning av en differens mellan tva medelvarden for N
nar o, och o, ar okdnda men lika (= o)

7 = X =Y — (e —1ty) ~ N(0,1) inte ndgon referensvariabel, for att o 4r
a? | a2 i okand, (i, — p,)) ska skattas

Ny + Ty

kravio, =0, =0; X;
; _ . Q2 n. L Qg2 x v ) A
— (e —1)- 55+ (”y D S-”' ~ XZ (g + 1y — 2) maste vara oberoende

a? och normalfordelade
Z X -V —(pe —p
T = == E" = 1" v) ~t(n; +ny, —2) referensvariabel
V netn,—2 SP ’ Ny + Ny
—1)-82+(n,—1)-82
52 — (e —1)-8+(y—1)- 5, “pooled variance”
b (e — 1)+ (ny — 1)

www.matstat.org

Skattning av en differens mellan tva medelvarden for N
nar o, och g, ar okédnda men lika (= o)

X F - (-
(ftx — i) ~H(f)  fmetny -2
Sp - 1.1

Mg Ty

o (Ha — Uu)

P i—tasa(f) < 5. \/M S Hap(f)f=1-a

P

L 1 (1-a)-100% KI for skillnaden

Inp=2-y+ t“/z('f) op E ny mellan de bAda medelvirdena

Ip, = punktskattning + kvantil - medelfel

www.matstat.org

o N ET I , 11
X—Y—f,,,/‘)(f)'bp‘ :T“'ES#J:_IHQSX_Y+rn,"‘2(f)'bp‘ Z+Ej|=l—ﬁ'
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KI for skattning av differens mellan medelvarden for
tva parade stickprov fran N

X~ N (i, 04
! (ni; 72) Modell: systematisk skillnad Ax mellan grupperna
Yi ~ N (i + Ap, o)

Zi =Y - X,

Zi o N (A, o) } Differenser Z; och deras fordelning

g, = \/03"‘05_2'9'%% C(X,Y) =P 020y Kovarians

p = korrelationskoefficient. Denna ar positiv, om X; och Y; har samma trend
(alltsa faller eller stiger gemensamt). Darfor blir variansen for variablen Z
mindre jamfort med oberoende grupper (dar p skulle vara noll).

Z~N (A[_L,

T3 Punktskattning, konsistent, vintevardesriktig
N (medelvérdetav alla Z; ar alltsé en bra skattning for Ay )

S
[N )

V(B =L a2 =

T T

www.matstat.org

KI for skattning av differensen mellan medelvarden for
tva parade stickprov fran N

Z—Ayp ingenreferensvariabel, g, oként (vi

= o,
Z~N|Ap,— ) —=> —F——F+ ~N(0,1
( K \/ﬁ) o/ (0.1) kommer alltsa till en t-fordelning ...)

1 .
Z; ~ N (Au,0.) ochZ; oberoende T——p i Z (Zi - Z)z ~x*(n—1)

2 , 1 .
1-Vz(n—1)~%~x2(n—l) med S7=-—— Z(Zifz)l

n—1 -
2
4 == Z - Ap ~t(n—1)  referensvariabel (samma hirledning som for
W S./vn t-Test for sma stickprov)

n—1

www.matstat.org
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KI for skattning av differensen mellan medelvarden for
tva parade stickprov fran N

e t(n—1) f variabel
NG referensvariabe

1. Hittaen referensvariabel
2. Stdnginreferensvariabeln mellan kvantilgranserna

3. Stangin parametern som ska skattas mellan kdnda storheter genom att
omforma i parentesen P(...)

Z—Ap
tpn—1) < 2 2H < n—1)|=1-
P{ tasa(n —1) < SV < Htaya(n l)] l-a
PlZ—t (f)‘£</_\ <Z+t (f)-Sz =1-
aj2\J) - o S Ans a/2 N
— Sz
IAM=z:|:1.‘u/-2(f)-\/ﬁ f=n—-1 frihetsgrader

www.matstat.org
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