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Sannolikhetsteori och statistikteori

Sannolikhetsteori:

* vad vi har gjort t.o.m. nu
* vihade en given férdelning, t.ex. X ~ N(u, o), dar p och ¢ var kdnda.
 utifran detta berdknades bl.a. vintevirde, varians och slh.:er, t.ex. P(a <X < b)

Statistikteori:

* "detverkliga livet”

* viharinte g och ¢ (men mojligtvis en uppfattning éver den foreliggande typen av
fordelning, alltsa t. ex. X ~ N).

* vi maste skatta fordelningsparametrarna p och o pga. av ett stickprov -
punktskattning, intervallskattning (inferens)

Population
Stickprov
g [ ett slumpmassigt stickprov maste
- alla matvarden vara oberoende.
Skattning
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Intuitiva skattningar

Normalférdelning:

Skattning av y och ¢ hos en normalfordelning (vi maste alltsa veta/visa
att normalférdelning foreligger).

X ~N(u,0) men yueller/och o okdnda

Stickprov: x=(x1,T2,...2p)
1 & _ skattning for vantevardet ¢ = E(X) hos en
%
H= n Z Xi=X normalfdrdelad slumpvariabel X ~ N(u, o)
i=1

OBS: en skattning betecknas ofta med en stjarna, t. ex. u*

. 1 n g skattning fér variansen g2 = V(X)
(gl) — 52 — (Xi — X) hos en normalférdelad
i=1 slumpvariabel X ~ N(y, o)
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Intuitiva skattningar

Binomialférdelning:

Skattning av parametrern p for binomialférdelningen. Vi maste alltsa veta att en
binomialférdelning foreligger, t.ex. som hos myntkast).

X ~ Bin(n,p) ... men p okind

Stickprov: x = antalet "lyckade”; n = antalet (Bernoulli-) forsok

skattning for slh. att "lyckas”, p, for Bin(n, p)

Exempel 1: 10 myntkast (n = 10), darav 4 "lyckade” (x = 4)

L x 4 .
(et p*= ~=T0"= 0.4 OBS!: kanske var n for liten?

Exempel 2: Opinionsundersékning: 1000 personer fragas om de skulle vilja
partiet "De basta”. 3011 svarar med "Ja”. Vi kan skatta andelen "De basta”-
véljare i hela populationen med ungefar 30%.
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2020-06-21



Skattningen som slumpvariabel

stickprov 1: at = (x],23,...23,) _
alla stickprov ger olika X och S? —

2 _ (.2 2 2 : .
r= (371 R P ) skattningar maste sjdlva betraktas

stickprov 2:
som slumpvariabler

3 _ o
stickprov3: ¥ — (23, 23,...2)
o olika numeriska varden for olika stickprov — skattningen beror av slumpen
o observationerna xq, x5, ..., x3 ses som utfall av oberoende slumpvariabler
X1, X3, ..., X3 som antas ha samma fordelning.
likasd anses det konkreta virdet x for en enskild skattning som en

o
realisation av en slumpvariabel X

1 _
=1 L
— H—/

slumpvariabel

stickprovsvarde
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Skattningen som slumpvariabel

, S RN R | .| _
stickprov 1: & (w1, 03, ap) alla stickprov ger olika X och 2 -
) 2 2 2 2 skattningar maste sjdlva betraktas
stickprov2: ¥ = (»171= TR ln) 5 . )
som slumpvariabler
_ (3 .3 3
stickprov3: ¥ = (i, 23,...27)
1 & 1 &
i:*'zﬂw — X = — - X,
L — i ; '

H—/ H—/
stickprovsvirde slumpvariabel

*

Exempel Bin: p*= — p*= p X ~ Bin(n, p)

SR

E(p*),V(p"), ... kan berdknas

www.matstat.org
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Skattningar
observationer x4, x5, ..., x3 — slumpvariabler X3, X5, ..., X3
stickprovsvarde slumpvariabel férdelning
1 n 1 n
.E:E;J:z X:EZIX@ X~ N, o)
1 n 1 n
2 9 o 2
= €T; a — . — o~ ]
nfl;( I > (X, - X)* | X;~N(no)
W T L X _
p=_ p=— X ~ Bin(n,p)
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Egenskaper hos skattningar

En skattning borde uppfylla flera krav:

o vantevardesriktigthet

o Kkonsistens

o effektivitet

Med hjalp av dessa egenskaper kan man bedéma hur lamplig

en skattning ar.

www.matstat.org
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Vantevardesriktighet

6" = skattning for 6 0 star for en parameter i en fordelning (u, o, p, ...)

Nar vantvardesriktighet foreligger, sd maste gilla | F(0*) = 0

dvs. vantevardet for skattningen maste stimma 6verens med parametern (i den
forknippade slumpvariabeln) som ska skattas.

Ex1: skattning av vintevarde och varians for en normalférdelning:
N - 1
B(u') = BE(X)=E [—ZX} ZE )= nop=p

Aven om vi inte kdnner det sanna virdet pa y, sa vet vi dock att skattningens vintevarde
stimmer 6verens med !

E(Sg) == (det dr darfér vi maste han — 1 in nimnaren pa S2!)

Ex2: skattning for sannolikheten "att lyckas” i en binomialférdelning:

—_—

X 1 1
E(p*)—E(—) =—EX)=—n-p=p
n n n
— E(X) for Bin(n,p)

Vantevardesriktighet

@® unbiased
E0*) =10

vantevardesriktig skattning

inte vantevardesriktig
/ ("biased”)

LY
Q O Roi'. 44
.. .. < /4
T T )!_‘ T
-5 0 5 10 15

* En viantevardesriktig skattning 8*ar val koncentrerad kring det sanna
vardet pd parametern 6.

* Enviantevardesriktig skattning ger ritt parametervirde i genomsnittet om
man gor ett stort antal forsok.
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Konsistens

6, = skattning baserad pa n observationer (matvirden)

lim V(8,)=0 o ; .
n—o0 vara. Om n gar mot oo ska variansen ga mot noll.

Om en skattning ar konsistent I6nar det sig att samla fler observationer - vi far ju
mindre varians hos skattningen, dvs. mindre osakerhet.

Ex 1: skattning for vantevardet och variansen for en normalférdelning:

2

B ]_ i 1 3 1 ,
r y — 1/ — - . e L) = — . . 2 = —
14 (,1.\) V(X)=V (ﬂ > X,) — ; V(Xi)= 5 -n-o? ==

Later det konstigt? u* ar en slumpvariabel, har alltsa en varians! V(u*) ar variansen for

i=1

skattningen av medelvardet p*.

2
lim V (p*) = lim AR _”lgrqlo‘l/ (52) =---=0
n—oo n—oo 1 =

www.matstat.org

Ju storre n, desto mindre ska variansen hos skattningen

Konsistens

Ex 2: skattning for sannolikheten "att lyckas” i en binomialférdelning:

X
p=— skattning fér p i Bin(n,p) X ~ Bin(n, p)

. X 1 1 p-(1—p)
V(p):l/(;):FV(X):F-H-IJ-(I—p):T
1—
lim V(p*) = lim - (1-p) =10

Sammanfattning: De intuitiva skattningarna for p, ¢ i N(u, o)
respektive p i Bin(n, p) ar bade vantevardesriktiga och konsistenta.

www.matstat.org
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Konsistens

Tithetsfunktion for skattning X

fx(x)

n=>5
o n=15
n =45

Skattningen koncentreras mer och mer kring det sanna vardet nar stickprovet
blir storre och stérre, dvs. nar n véxer.

www.matstat.org

Effektivitet

En skattning borde ha en sa liten varians som méjligt. Stor varians betyder ju
stor osdkerhet. Kan man vilja mellan olika skattningar borde man anvinda den
skattning som har minst varians, alltsa den mest effektiva.
Exempel:  stickprov & = (x1,72,...710) dir X ~ N(u,0)
My = X1 Skattningnr. 1: det aritmetiska medelvardetav alla 10 observationer
Vipy) =V (XHJ)

ey = w Skattning nr. 2: medelvardet av det stérsta och det minsta vardet

X1+ X 1 1 .
171”) — 1 [V(X]) + V(Xlo)} — i . 20_2
Vip]) < V{ph) == ui ir mest effektiv

Bast: MVUE = Minimum Variance Unbiased Estimator
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Effektivitet

0*ar effektivare an  om V(6*) < V(é)

@ liten varians

b

-5 0 10

www.matstat.org
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15

o
mest effektiv

mindre effektiv

Metoder for att hitta skattningar

( ... for att hitta en formel som anvands pa matvardena)

a) Momentmetoden
b) Minsta-kvadrat-metoden

¢) Maximum-Likelihood-metoden

d) ...

www.matstat.org
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Momentmetoden

Det k:e momentet av en slumpvariabel X ar enligt definition vantevardet for den
k:e potensen av denna slumpvariabel:

my = E(X¥)
For normalférdelningen galler t.ex.: - forelasning F3: V(X) = E(X?) — E(X)?
m=EX)=pu m, =EX?) =V(X) + E(X)? =02 + u?

Momenten ar alltsd parametrar som beskriver fordelningen; har man alla
moment, s har man en entydig beskrivning av fordelningen. Analogt kan ett
stickprov beskrivas genom empiriska moment:

n

X;

S|Ir

P k
my = i

i=1
Idéen ar nu att skatta de teoretiska momenten for en férdelning med hjalp
av stickprovets empiriska moment - momentmetoden.

www.matstat.org

Momentmetoden

férdelningens 1:a moment = stickprovets 1:a moment

n

1
E(X; 6) =—-in
n
f i=1 r\
férdelningens 1:a moment stickprovets 1:a moment

(som beror pa parametern
som ska skattas)

Exempel: Bin(n, p) n-p=x

e AN

p ar parametern som ska bara ett matvarde
skattas (hér: 6 = p) (antalet "lyckade”)

X
—p) p‘= 2 skattning for p i Bin(n, p)
n

www.matstat.org
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Minsta-kvadrat-metoden

Man bestimmer fordelningssparametern 6 sa att summan av alla
matvardens kvadratiska avstand till vintevardet Q(6) minimeras (jamfor
foreldsning linjar regression, F10)

N x;: stickprov
0(0) = Z(xi - E(X; 9))2 — Min  EX) beror p4 fordelnings-
= parametern 6

Exempel: Bin(n, p)
X ~ Bin(n,p) dirp skaskattas EX)=n-p
bara ett varde i stickprovet: x4
Q) =(x;—n-p)* - Min

dQ x
E:—Z(xl—np)nzo - p:;l

www.matstat.org

Maximum-Likelihood-Metoden

Stickprov fran N
n=3o=15

0.30
|
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! bla: histogram éver matvardena
\ réd: tathetsfunktion for olika p, o

0.25
1
~
-
]
=

Density

ML_plot.R

Idé: valj parametrarna u, o sa att matvardena forklaras bast — valj
de parametrarna som ger den tjocka roda kurvan.

www.matstat.org
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Maximum-Likelihood-Metoden

stickprov:

Likelihood: funktion av en férdelningsparameter _
x = (X1, X2, ) Xp)

px(x1) px(x2)-...-px(x,) diskret, p, kind sannolikhetsfunktion

L(0) =
Ix(er) - fx (@)oo fx(en)

kontinuerlig, f, kdnd tithetsfunktion

Likelihoodfunktionen kan skrivas som produkt eftersom matvéardena dr oberoende!

x; kdnda matvarden

Exempel: normalférdelning

e (@i—p)? /20 _ 12 /28—2(-“—;»)2/?”2
(2ma?)n

!
Lip,o) = Eﬁ

Bestdm p och o sd att L(u, o) blir maximalt :

oL oL ger p och o som funktion av
— =0 — =10 mitvirdena x;, alltsé en
O do formel fér skattningen

www.matstat.org

Parametriska punktskattningar

Fordelning | Parameter | Skattning for parametern Metod Blom
X ~N(u,o0) u w=X ML, MK, MM 289
1
X ~N(u,o0) o2 S2 = msxx MM, ML | 277,290
291
X~ Ny, o) g S=4s? ML Anm. 7.14
X ~Po(w) u w=X MM, MK, ML 295
. X
X ~ Bin(n,p) p pr=— ML 293
n
X
X~Hyp(N,n, m) p pr == MM, MK, ML 294
n
1
X ~ Exp(1) A A= 7 ML 282
+1
X ~U(0,6) 6 0" =~ max(x) ML 284
n n
X = ZXi Syx = Z(Xi - X)? www.matstat.org
i=1 i=1
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Parametriska punktskattningar, forts.

Fordelning Parameter Skattning for parametern Metod Blom
U w; =X ML 289
X ~ N(uy, 0) Hy wy =Y MLo| 289
Y~ N(ny,0) Sex+5
o2 5% = = ML 292

X1~Bin(n1,p) X1+X2
p pr=—— ML 293
X, ~ Bin(ny, p) oty
X1 ~ PO(A . tl) X1 + XZ Problem
yl f= ML 7.2.19
XZNPO(A'tz) t1+t2 o
X = ZXi Syx = Z(Xi -X? www.matstat.org
i=1 i=1
Medelfelet

Medelfelet ar en approximation for standardavvikelsen av en skattning (storre
medelfel — storre osakerhet).

1. Medelfelet fér skattning av u in N(u, 0):

. n
= 1 ZI‘ — X skattning for ui N(y, o)
s

B 1 n 1 n 1 ) 2 .
V(iX)=V (_ le) = — Z V(X)) = e »2 . O skattningens
i=1

n 4 - n2 = n varians
i=

- a
D(X) = ﬁ standardavvikelse for skattningen av u, men o okind!

Vvn  for standardavvikelsen (fr skattning av u i N(u, o) med X )

1 T Y
ﬂ o — s (o ersitts med sin skattning s) st = — Z (z; —3)°
i=1
A(X) = d medelfelet, numeriskt virde kan berdknas, approximering

www.matstat.org
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Medelfelet

2. Medelfelet for skattning av p in Bin(n, p):

pt = E skattar p i Bin(n, p)

ver) =V (E) = Lvin = Lonpea-p - O

D(p*) = M men p okdnd (det ar ju parametern vi vill skatta)

- x
ﬂ p = p = " ersitter p med skattning for p

) — p-(1—p*) Z.(1-2) medelfelet, numeriskt
d(p”) = n = n varde kan beriaknas

d(p*) = medelfelet for skattning av p i Bin(n,p) med p* = */»

www.matstat.org

Medelfelet for skattning av en
proportion

Stickprov: n = 1000 personer, x = 350 svarade "Ja” (observation).
Sokes: skattning for andel "Ja”-svarare i hela populationen och
motsvarande medelfel.

Observation: Py = /1 = 35%

Slumpvariabel p* = X/n dar X~Bin(n,p)

Medelfelet:

- Pobs (l — pobs) \/035 . (l - 035)
d(p) = = —1.59
(P) \/ - 1000 1.5%

Resultat: andelen ”Ja”-svarare: 35 + 1.5%

www.matstat.org
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Medelfelet fas genom att ersatta okdnda parametrar i formeln for

Medelfelet

standardavvikelsen av en skattning med skattningar av dessa parametrar:

R att . Standardavv. N Medelfelet hos
Ford. estimator . ersitta .
skatta estimatorn estimatorn
_ o P
N(u, o) U X 7 oS N
. x (1= )
Bin(n,p) p - /Lp) PP p*-(1—p*)
n n
L X
p = n

www.matstat.org
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