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Flerdimensionella slumpvariabler

Ett slumpforsok kan ge upphov till flera slumpvariabler (s.v.):

kast med tva tarningar:
* s.v. X = dgontalet tdrning 1 } o .
tvadimensionell s.v.
* s.v.Y = 6gontalet tirning 2
kast med pil pa en maltavla:
* s.v. X = h6jden matt fran nedre kanten
* s.v.Y = horisontellt avstdnd till vinster sida av matavlan
slumpmadssigt vald person
* swv.X =langdicm
* swv.Y =viktikg tredimensionell s.v.
* s.v.Z =blodtryck i mmHg
slumpmadssigt vald barnfamilj:
* s.v. X = antal flickor

* s.v.Y =antal pojkar
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Diskreta tvadimensionella slumpvariabler

tvddimensionell slumpvariabel: funktion Q — R? i=
X, Y (stora bokstaver): slumpvariabler =

i,j (smabokstdver): reellavarden (ofta heltal for diskreta slumpvariabler)

Slumpvariabeln (X, Y) kallas diskret om X och Y bara antar ett &ndligt eller
upprikneligt odndligt antal olika véarden.

. . .. ”joint probabilit
Sannolikhetsfunktion: P(X=1iY=j)=pxy(i)) Jistrig)ution" Y

Sannolikhetsfunktionen anger sannolikheten for varje kombination av i och j (alltsa
for hela utfallsrummet).

Normering: | % °> "pxy (i.7) =1 | [axiom2: P(@) = 1]

i=0 =0
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Diskreta tvadimensionella slumpvariabler

Sannolikhetsfunktionen kan askadliggoras genom ett stolpdiagram
(exempel barnkullar):

P(X =0,Y =0)

0 0 X = antalet flickor
Y = antalet pojkar
Bild: Blom et al, s. 85 ("barnkullar”)
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Diskreta tvadimensionella slumpvariabler

Sannolikhetsfunktionen kan askadliggéras genom en tabell
(exempel barnkullar):

P(X =0,Y = 0)

P(X =3,y =0)

Y/X X=0 =1 | x=2 | x=3 f/"x=4
Y =0 038”7 | o016 0.04 0017 | o001
y=1 0.17 0.08 0.02 - -
y=2 0.05 0.02 0.01 - -
y=3 0.02 0.01 - - -
Y = 4 0.02 | - - -

X = antalet flickor
PX=1Y=3) Y = antalet pojkar
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Diskreta tvadimensionella slumpvariabler

FérdelningS' FX_Y (a:’ y) — P(X S T, Y S y) — ZZPXY (1,3)

funktion:
i<x j<y

analogt till endimensionell fordelningsfunktion

* x ochy arreella tal, fordelningsfunktionen ar alltsa en kontinuerlig
“tvadimensionell trappfunktion”

OBS!: < tecknet viktigt for diskreta slumpvariabler

fyra slh:na maste
summeras for att
erhélla Fy y(1,1)

pxy (L))
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Diskreta tvadimensionella slumpvariabler

Marginalférdelningen ("margin” = rand)

Exempel: barnkullar (Blom et al.). Vi antar att vi kdnner sannolikhetsfunktionen

px.y (i, j). (Antalet flickor X och antalet pojkar Y).

Vi vill nu bara veta sannolikheten for antalet flickor i en slumpmassigt vald
familj, oavsett hur manga pojkar det finns i familjen, dvs. vi behéver
férdelningen for slumpvariablen X (flickor). Uppgiften ar alltsd att harleda den
endimensionella fordelningen py(i) frin den tvddimensionella férdelningen

pxy (L))
[ee)
px() = Z pxy (1) summeras 6ver alla varden for s.v. Y, dvs. 6ver j
j=0
X = antalet flickor
Y = antalet pojkar
[ee]
pr() = Z pxy (@ J) summeras over alla varden for s.v. X, dvs. 6ver i
i=0
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Diskreta tvadimensionella slumpvariabler

Marginalfordelningen ("margin” = rand)

X = antalet flickor
Y = antalet pojkar

P(Y =0)

i3

Y/X X= X= X= X=3 X=4 z
Y=0 0.38 0.16 0.04 0.01 0.01 0.60
Y=1 0.17 0.08 0.02 0.27
Yy=2 0.05 0.02 0.01 0.08
Y=3 0.02 0.01 0.03
Y=4 0.02 0.02

) 0.64 0.27 0.q7 0.01 0.01 1

P(X = 0) P(X =2)

www.matstat.org

2020-04-12



Diskreta tvadimensionella slumpvariabler

Multinomialférdelningen:

Exempel: Urna med kulor av r olika farg, drar n kulor med aterlaggning.
Hur stor ar sannolikheten att dra

* k4 kulor av farg 1, (slumpvariabel X; : antalet dragna kulor med firg 1)
e k; kulor av farg 2, (slumpvariabel X,: antalet dragna kulor med firg 2)
* k, kulor av fiargr? (slumpvariabel X,.: antalet dragna kulor med firg r)

Sannolikhetsfunktion for multinomialférdelningen:

n!

le,Xz,m, Xr(klt kZ: ...’kr) — m . p1k1 . pzkz e prkr

Z o for att i varje dragning méste vi fa
Pi= en av de foreliggande firgarna

vi drar totalt n gdnger - antalen k;
ki =n s .
maste summeras till n

www.matstat.org

Diskreta tvadimensionella slumpvariabler

Multinomialférdelningen, speciellt r = 2:

Om r (antalet farger) ar bara 2 (t.ex. svart och vit): r=2
n!
Dx,, x, (K1, k) = ok P poke sannolikhetsfunktion
1° 0 K2!

ky=n-1Ik antalet vita och svarta maste vara antalet dragna

p2 =1—p; slh. attdraen vit eller svart maste adderas till 1

n! n
_ ok
Px,, X, (s, ko) = kil (n—kq)! P

-

1. (1= py) kD) = (kl) cpkr (1= py) kD

/

YT

Binomialférdelning

Binomialférdelningen ar ett speciellt fall av multinomialférdelningen for r = 2

www.matstat.org
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Kontinuerliga tvddimensionella slumpvariabler

Tvadimensionell slumpvariabel: funktion Q — R?

X, Y (stora bokstaver): slumpvariabler
x,y (sma bokstdver): reella varden

Slumpvariabeln (X, Y) kallas kontinuerligom X och Y inte ar diskreta.

(Simultan) tithetsfunktion fy y (x, )

Normering:
+o00 +00
/ [ Ixy (v,y)dedy =1
Zz
= (axiom 2)

.
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Kontinuerliga tvadimensionella
slumpvariabler

Tithetsfunktion fy y (x, y)

Berikna sannolikheten att (X,Y)
ligger inom ett omrade A:

P(X,YeA) = / / fxy (x.y) dady
J Ja

(0

tathetsfunktionen integreras
over detta omrade (4)!

. A
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Kontinuerliga tvaddimensionella slumpvariabler

Exempel: Lat fyy(x,y) vara given. Berakna sannolikheten att X ligger
mellan 0 och 2, och att Y ligger mellan 1 och 3:

P(X.YeA)= / / fxy (. y)dedy =
J Ja

3 g2
PO<X<21<Y <3)= / [ fxy (z.y)dady
Ji Jo

Integrationsomradet:

2

o

0 -—
1 Y 3

www.matstat.org 0
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Kontinuerliga tvddimensionella

slumpvariabler

Fordelningsfunktion:
= ¥
Fyy(ry)=P(X <z,Y <y) = / / fxy (u,v) dudv
tvartom galler:
62

fxy(y) = x 9y Fxy(x,y)

www.matstat.org
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Kontinuerliga tvddimensionella slumpvariabler

Marginalfordelningar:

Berakning av marginalférdelningen for X fran
den simultana tathetsfunktionen

fx(x) = ffx,y(x:}’) dy

+ oo
£ () = J- Fey(x,y) dx Berakning av marginalférdelningen for Y fran
. o den simultana tathetsfunktionen

integration over
en dimension

www.matstat.org
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Kontinuerliga tvadimensionella
slumpvariabler

Marginalfordelning for fordelningsfunktionen:

Fx(x) = ]}1—>r1;1>0 Fx,y(x, }’) FY(Y) = J}l_{g) FX,Y(xr Y)

T ey
lim Fyy (z,y) = lim / / fxy (u,v) dvdu

y—roa y—roo

N e

W_/

fr@

www.matstat.org
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Likformigt kontinuerlig tvadimensionell fordelning

Simultan tithetsfunktion: fxy(x,y) = const forallax,y

Likformig kontinuerlig 2-dimensionell férdelning:

Om X, Y ar definerade pd ett omrade med arean B, och om
man soker sannolikheten att X, Y ligger i ett delomrade 4,
sa galler:

fry (6, y) arean av A

P(X,Y €E4)=———
arean av B

Y

www.matstat.org
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Likformigt kontinuerlig tvddimensionell fordelning

arean av A

PX,)Y €eA)=——
arean av B

Exempel: Blom etal,s. 88
En punkt viljs slumpmissigt i kvadraten (X,Y) = (1, +1).
Soker: sannolikheten P(X2 + Y2 < 1)

+1 X2+v2<1
Kom ihag: X? + Y? = R? ar ekvationen for en cirkel
(0,0) med radien R och mittpunkt (0,0)
R=1
P(XZ+Y2<1) = arean av cirkeln - R? T
= 7 arean avrektangeln = 2-2 4
-1
1 +

1

www.matstat.org
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Oberoende flerdimensionella
slumpvariabler

Slumpvariablerna X och Y dr oberoende, om:

diskreta tvidimensionella s.v.:

pxy (i, j) = px(@) - py() forallai,j

Kom ihag:
P(ANB) = P(A) - P(B)
kontinuerliga tvaddimensionella s.v.: om A och B oberoende

fry(y) = fx(x) - fy(y) forallax,y

diskreta och kontinuerliga tvddimensionella slumpvariabler:

Fyy(x,y) = Fx(x) - Fy(y)  forallax,y

www.matstat.org
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Oberoende flerdimensionella slumpvariabler
diskreta tvddimensionella s.v.: pxy(@, ) =px(@) -py() forallai,j
Pxy(1,1) py(1)
v/X | x=1)] x=2 | x=3 |\ marg
y=1/| 004" | 006 01 | 02
Y=2 0.02 0.03 0.05 0.1
Y=3 0.14 0.21 0.35 0.7
marg. 0.2 0.3 0.5 1
by () = px@ - py()  forallai,j
0.04=0.2-0.2
0.06 =0.3-0.2 maste galla for alla
celler om oberoendet
foreligger
www.matstat.org
0.35=0.5-0.7
20
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Oberoende flerdimensionella slumpvariabler

Exempel: livstid hos tva glédlampor, Blom s. 91

slumpvariabel X: livstid glédlampa 1 antas vara oberoende, bada
slumpvariabel Y: livstid glodlampa 2 exponentiellt fordelade

—ax .e—b Sthets-
f={ et 220 fy(y)={” o y>°} e

0 x<0 0 y<0 funktioner
Soker: slh. att badda glodlamporna har en livstid mindre dnt : P(X < t,V < t)?

P(X <tY <t)

t ot
Fyy (t,1) = / / fxy (z,y)drdy anvand oberoendet
Jo Jo
t ot
/ / fx(x)- fy (y)drdy  anvind integrationsregler
Jo Jo

t t
= / fx(x)dx - [ fv (y)dy  fordelningsfunktion for Exp(u)
Jo Jo

= Ix()-Fy ()= (1 — ef"”) . (l _ e—b-r)

www.matstat.org
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Maximumet av flera slumpvariabler
X1,X3, ..., X, oberoende slumpvariabler (med kdnda férdelningar)
Soker: fordelning for Z = max(Xy, X5, ..., Xp)
* max(X;) <z & alla X; < z (giller i bada riktningar; hindelserna har
samma sannolikhet)
Plmax(X;)) <z]=P[X; <2)n X, <2z2)n .. N (X, < 2)]
om alla X; ar parvist
F(z2) =P(Z<2) =P(X; <2) - P(X < 2) - . - P(Xp<2) 0 i ®P
= Fy, (2) - Fx, (z) .- Fxn(Z) definition for fordelningsfunktion Fy
n
_ fordelning for maximumet av flera
Fz(2) = 1_[ Fxi(@) | operoende slumpvariabler
i=1
_ n om alla X; ar oberoende och har
Fz(2) = Fx(2) samma férdelning
www.matstat.org
22
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Maximumet av flera slumpvariabler

Exempel: livsldngd hos ett elektroniskt instrument med tva komponenter:

Ett elektroniskt instrument innehaller tva komponenter vars livsldngder X resp. Y ar
oberoende och exponentiellt fordelade:

1—e @ 1-eY y>0
rw=(1 1z} o=t 20

Instrumentet fungerar sé lange som minst en av bdda komponenterna fungerar.
Livslangden hos instrumentet ar alltsd maximumet av livsliangden for X och Y.

Soker: tathetsfunktion for Z = max(X,Y)

F(2) = Fx(2) - Fy(2) = (1 —e™%%) - (1 — e70%)

fz(2) = %FZ(Z) =a-e %7 (1—eP?)+b-e0%.(1-e %)

for z > 0; 0 annars

www.matstat.org
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Minimumet av flera slumpvariabler

X1,X5, ..., X, oberoende slumpvariabler (med kidnd férdelning)
Soker: fordelning for Z = min(Xy, X5, ..., Xy) ?

min(X;) > z < alla X; > z (géller i bdda riktningar; handelserna har samma
sannolikhet)

P[min(X;)) >z]=P[X; >2)n Xy, >2) N .. n (X, > 2)]
P(Z>2z)=PX; >2)-P(X, >2)-..-P(X, >2z) omallaX;ir parvistoberoende

1-F,@ = (1-F, @) (1-F,@) - o (1-F,@) oo R ()

n

fordelning for minimumet av flera
FZ(Z) =1- 1_[[1 - FX,'(Z)] oberoende slumpvariabler

i=1

11 n om alla X; ar oberoende och har
F2(2) =1-[1 - Fx(2)] samma fordelning

www.matstat.org
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Minimumet av flera slumpvariabler

Exempel: livstid hos ett elektroniskt instrument, Blom et al. s. 93

Ett elektroniskt instrument innehéller tvd komponenter (X,Y) som ar seriekopplade.
Livstiderna for bada komponenter ar exponentiellt fordelade.

Soker: fordelningen for instrumentets livstid (Z)

_f1—e%* x>0 | 1-e?Y y>o0
FX(X)_{ 0 xSO} Fy(y)—{ 0 ySO}

+~—— komponent 1 komponent2 |——

Seriekopplung: intrumentets livstid = minimumet av komponenternas livstid!
Z =min(X,Y)
F(2) =1-[1-FK@] - N-F@l=1-[1-1-e*)]-[1-(1-e™7)]

=1—e®Z.p bz =1 _pg-(@+th)z z>0

fz(z) =(a+b)- e—(a+b)z z>0  tithetsfunktion, efter derivering

Z ~Exp(a+b) seriekoppling

www.matstat.org
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Summa av tva slumpvariabler
X,Y: diskretas.v, pxy(i,j) antas vara kdnd (simultan sannolikhetsfunktion)
Z =X+Y summa, slumpvariabel
_ N N . summeras over alla i
pz() =P(Z=k) =P(X+Y =k) = Z Pxy (0. )) och j vars summa ar k
itj=k
i+j=k - j=k—i
k
p2() = ) pxy(i)) = ) pxy(ile =D
itj=k =0
k
pz(k) = Z px(@) - py(k — D)
=0
...om X ochY ar oberoende
tarning, k = 6
www.matstat.org
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Summa av tva slumpvariabler

X,Y: kontinuerligas.v,, fxy(x,y) antas vara kind (simultan tathetsfunktion)

Z =X+Y summa, slumpvariabel

F;(z)=P(Z<z)=PX+Y<2Z)= _U fxy(x,y) dx dy

x+y<z

integrationsomradet
maste valjas noggrant

Tathetsfunktionen erhdlls genom derivering.

Om X ochY ar oberoende erhaller man (hirledning utelimnad, se Blom et al. s. 96):

f2(2) = f fx(x) - fy(z—x) dx faltningsformel

Anmarkning: differenser mellan 2 slumpvariabler, Z = X — Y, kan behandlas
genom att formellt addera —Y.

www.matstat.org
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Summa av slumpvariabler

Exempel: Litbade X och Y vara oberoende och exponentiellt fordelade s.v. med
samma parameter A. Berdkna tathetsfunktionen fér summan av X och Y'!

fx(x)={’1'e_lvx x>0} fy(y)={l'e_l.y y>0} X,Y ~ Exp(1)

0 x<0 0 y<0
+o00 +o0 /\ OBS!:
f2(2) = f fx() - fy(z = x) dx = f Are A Qe hE gy 2-x>0
erfordras!
z z
=f/12-e‘/1’zdx=/12-e"l’z-fldx=lz-e"1'z-z
0 0

tathetsfunktion for summan av tva oberoende,
exponentiellt férdelade s.v. med samma 4 (z > 0) .

fz(z2)=2%.e7*%7. 2

Generalisering till fler an tvd summander (z > 0) :

an tathetsfunktion for summan av n oberoende,,
f2(z) = ——-z"1. e~z exponentiellt fordelade s.v. (gammaférdelning
(n -1 med ¢ =n)

www.matstat.org
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