Grundlaggande matematisk statistik

Kontinuerliga fordelningar
Uwe Menzel, 2018

uwe.menzel@matstat.org

www.matstat.org

Begrepp "fordelning”

Hur beter sig en variabel slumpmassigt ?

En slumpvariabel (s.v.) har en viss fordelning, d.v.s. en viss
sannolikhetsfunktion/tathetsfunktion och férdelningsfunktion.

Desssa funktioner kdnnetecknar slumpprocessen entydigt.

Kom ihag (forelasning F2):

Om X &r en kontinuerlig slumpvariabel,

* vikan inte berdkna sannolikheten att X antar ett
enskilt viarde, t.ex. PX=-525)

+ vikan bara berakna sannolikheten att X ligger i nagot
intervall, t. ex. P(3 < X < 5.25)
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Kontinuerlig likformig fordelning

Kodbeteckning: X ~U(a,b) "uniform”

Utfallsrum: Qy = (a,b)

Tathetsfunktion: 1

fx(x)={ b —a anSb}
0 annars
fx G0 X ~U(a,b)
1 -
b—a
O - ——]
x
a b

Kontinuerlig likformig fordelning

Férdelningsfunktion:

* Fy(x) maste vara noll for alla x vinster om a
*  Fy(x) maste vara ett for alla x hoger om b

* Fora < x < b giller:

X P P 1 1
R =P <0 = [ f@de=| fode=| b_adt:[b_a~
Fx(x) X ~U(a,b)
0 x<a 1
Fx(x) = — a<x<b
1 x>Db
0-
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Kontinuerlig likformig fordelning

Vintevdrde, berdkning:

+oo b 1 1
= . = - — = — —_— 2
EX) f_m x - fx(x) dx L R — dx b [2 x L

1 1 1 1 a+b
= (b2 =q?) = R — . [ —
“poaz )Ty b bra ="
fx ()
a+b
at+b _, ,
2 5 = "tyngdpunkt
, |
0 ) X
a b
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Kontinuerlig likformig fordelning
Vantevarde, varians, standardavvikelse:

a+b

E(X) = "tyngdpunkt”
2
(b —a)? ju storre avstand mellan a och b,
V(X) = T desto storre ar variansen

DY) = JV(X) = %

Exempel pa kontinuerlig likformig fordelning:

Bussen fran Arlanda till Uppsala gar var 30:e minut. Jag vet inte nir jag
kommer ut ur planet — vantetiden pa bussen ligger ndgonstans mellan 0
och 30 minuter — véntetiden ar férdelad X ~ U(0, 30)
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Exponentialférdelningen

Kodbeteckning: X ~ Exp(A)
Utfallsrum: Qx = (0,0)
Tathetsfunktion: | () _ { Aee™* x>0 } 150
0 x <0
A
fx(x) X ~ Exp(2)
0
0

Exponentialférdelningen

Tathetsfunktion

fe(x) X ~ Exp(d)

00 0.2 04 06 08 1.0 12
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Exponentialférdelningen

X ~ Exp(})
Normering:

400 +o00
f fX(x) dx =f Aee*dx =2 -%- [e_}“x];—Oo = [e_l'x](:o =1
—o0 0 - —

Fordelningsfunktion:
Fx(x) =0 forx<0

Forx = 0 galler:

Fy (x) =fx fx(@® dt=fxl'e"1‘tdt=/1-_l
—00 0

oA
ro=(15 1z | oo

www.matstat.org

L [e—m];‘ = [E_M]Z — 1 _ A%
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Exponentialférdelningen
Fordelningsfunktion
F(X)={ 1—8_/1% XZO} 1>0
X 0 x <0
1 —
F
x (%) X ~ Exp(})
X
O P—
0
10

2020-02-29



Exponentialférdelningen

Vantevarde, berdkning:

+oo +00
E(X) = f xfxy(x)dx=2- f x-e ¥ dx partiell integration
—o0 0 T [—
u v
1 +oo +00 1 ©
=1 [x _—l~e_l"‘] -1 f 1~_—/1~e_’1"‘dx=0+f e M dyx =

RS , 0 0 T’ — 0
u v u v

Anmairkning: )

x 1
lim x - e ** = lim — = lim ——— =0 , )
x—00 xo0 @A X x50 ) . eAX L' Hospital

www.matstat.org
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Exponentialférdelningen
Vantevarde, varians, standardavvikelse:
1 1 1
EX) =+ V) =53 DO =3
Kvantil: x, Kvantildefinition:
Kom ih&g definitionen for x,: fx(x)
Fx(xg) =1-a
= l1-eMa=1-¢q
e e = o
—1A-x, =1In(a)
_ —In(a) N
a2 Xo
12

2020-02-29



Exponentialférdelningen
Vantevarde, varians, standardavvikelse:

1 1 1
E(X)ZE V(X)=F D(X)ZZ

Median = kvantil for a = 0.5 alltsd x5

_ —In(a)
Ya =77 fx()
-1 1
Yos =75 *In 2
In(2)
Xos = —— 05| 0.5
X0.5

www.matstat.org
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Exponentialférdelningen
Exempel: En slumpvariabel dr exponentiellt fordelad med véntevirde 1/3.
Berédkna 0.1-kvantilen. Skissa resultatet.
Exponential distribution
lambda=3
Fx(zq) = 1—«
l—e Ma = 1-qa
e N = g
Az = Ina 2
—Ina
To = d N =
T X me
Toq = — h} 0.1 = 0.7675
3
3 4
R P = qexp(0.1, rate = 3, lower.tail = FALSE)
14
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Exponentialférdelningen
Exempel: En elektronisk komponent har en livstid som kan anses vara

exponentiellt fordelad med vianteviarde 2500 timmar. Vad ar sannolikheten att
denna komponent fungerar langre dn 4000 timmar ?

Slumpvariabel X: livstid E(X) = 2500 — A=

1
2500
P (X > 4000) = 1 — P (X < 4000) = 1 — Fy (4000)

4000 4000
=1- []_ —e 25(10]

= e~ 2600 =2 ().2

Vad &r sannolikheten att denna komponent fungerar mellan 2000 och 4000
timmar ?

_ 2000
— ¢ 200 — ¢

P (2000 < X < 4000) = F (4000) — Fx(2000) = 1 — e~ 3500 — [1 - e**u]

4000
TzR00 &~ (0,247

Q P = pexp(4000, rate = 1/2500) - pexp(2000, rate = 1/2500) = 0.247

www.matstat.org
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Exponentialférdelningen

Ex: En slumpvariabel X dr exponentiellt fordelad med vantevardet 1/,

a)P(X<05)? PX<05=F(05=1-¢*%=1-¢"2=0.865

b)P(0.2 < X < 0.4) ?

P(02 <X <0.4)=P(0.2<X<0.4) = F;(0.4) — Fx(0.2)

=1- e—4~0.4— _ (1 _ e—4~0.2) =1- e—1.6 -1+ e—OS

=e 08 — 716 % 0.247

1 1
QO EX) ? =3 VD 7 V) ==
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Exponentialférdelningen

Sammanhang med Poisson-férdelningen:

Vi antar att s.v. X ar Poisson-fordelad: X ~ Po(A - t) dvs. hiandelserna sker
helt oberoende i tid eller rum. Avstandet mellan tva handelser kallas vintetid
("inter-arrival time”) och betecknas ofta med T. Eftersom hindelserna sker
slump- maéssigt, ar &ven T en slumpvariabel. Férdelningen av denna s.v. kan

anges:
T ="inter-arrival time” = vantetid till nasta handelse
A
r N\
S <
™~ )
event event dar X ~ Po(1-t)

/

P(T > t) = Plinga hindelser i intervallet (0,t)] = P(X = 0) = px(0)

@-e°
0!

Fr()=P(T<t)=1—-P(T>t)=1—e"*t

P(T>t) = cemht = g At

Detta ar fordelnings-
funktionen for Exp(2) !

= T~ Exp(d) Véintetidep for Poisson-processen ar
exponentiellt fordelad.

17
Normalférdelningen
* den viktigaste fordeningen, forekommer mycket ofta
* "bell curve” (klocka)
+ centrala gransvirdessatsen — manga storheter ar (ungefar) normalférdelade
* Exempel: olika matfel, antalet vita blodkroppar per ml osv.
Kodbeteckning: X ~N(, o) 0BS!: ibland X ~ N(y,0?)
Utfallsrum: Qy = (—0,)
1 _(x-w)?
Tithetsfunktion: ~ fx(x) = NI 202 —00 < x < 40
Tva parametrar:
* u:vantevarde ; symmetricentrum
 0:standardavvikelse ; karakteriserar bredden av fy(x)
www.matstat.org
18
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Normalfordelningen
1 _e=w)?
Tathetsfunktion:  fx(X) = N 207 —00 < x <+

u
+00
N . J‘ 1 _(x—ﬂz)z d 1 (berdkning: se t. ex.
ormering: .e 202 dx =
g J Nz Bloms. 62)
19
Normalférdelningen
Olika u (vantevarden) Olika ¢ (standardavvikelser)
UI é 1|0 1‘5 -5 0 5 10
www.matstat.org
20
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+0o0

Normalférdelningen

Vintevirde, varians, standardavvikelse:

+0o0

B0 = [ o pod= [ x5
= x - fx(x) dx = x - ce 207 dx= .=
J fX J m. o u
400 +o00
1 _(x-w)?
VX) = f(x—,u)z-fx(x)dxz f(x—,u)z-\/z_ ce 202 dx= ..= ¢?
Teo

D(X) =V(X)
EX)=u
Hirledning: V(X) = a?
se t.ex Blom s. 146 och 148
DX)=0o

www.matstat.org
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Normalférdelningen
Fordelningsfurktion: F (z) ]r Fx(t) dt / L S5
6rdelnings on: T) = (t) dt = - e d
8 X . A Jooo V20
1 N
Fx(x)  finns inget analytiskt uttryck
* inte heller tabellerad
X~ N, o) (tabellerad bara for N(0,1))
1 -
2
0 A T
U
Férdelningsfunktion for N(0, 1): specialfall u=0; =1  Sonird =
(1 @)
_ o ap + kallas ®(x
Fy(x) = f T € TU=P0) | Gpellerad for (tillrackligt) manga x
22
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Fordelningsfunktion for N(0,1): ®(x)

Q=
I
_ o

Blom s. 397

Tabell 1. stanaara normalférdelning ®(z) .
&(z) = P(X < z), dar X € N(0,1).

For negativa z, utnyttja att ®(—z) =1 — ®(z) z

T .00 .01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 .09

0.0 | .5000 .5040 .5080 .5120 .5160 .5199 .5239 .5279 .5319 .5359
0.1 | .5398 .5438 .5478 .5517 .5557 .5596 .5636 .5675 .5714 .5753
0.2 | .5793 .5832 .5871 .5910 .5948 .5987 .6026 .6064 .6103 .6141
0.3 | .6179 .6217 .6255 .6293 .6331 .6368 .6406 .6443 .6480 .6517
0.4 | .6554 .6591 .6628 .6664 .6700 .6736 .6772 .6808 .6844 .6879

0.5 | .6915 .6950 .6985 .7019 .7054 .7088 .7123 .7157 .7190 .7224
0.6 | .7257 .7291 .7324 7357 .7389 .7422 .7454 .7486 .7517 .7549
0.7 | .7580 .7611 .7642 .7673 .7704 .7734 .7764 .7794 .7823 .7852
0.8 [ .7881 .7910 .7939 .7967 .7995 .8023 .8051 .8078 .8106 .8133
0.9 | .8159 .8186 .8212 .8238 .8264 .8289 .8315 .8340 .8365 .8389

1.0 | .8413 .8438 .8461 .8485 .8508 .8531 .8554 .8577 .8599 .ge21  tabellerad
11| .8643 .8665 .8686 .8708 .8720 .8749 .8770 .8790 .8810 .8830  fran0..4.0
12 | 8849 8869 8883 8907 8925 8944 8962 8980 .8997 9015  §(.01-steg
1.3 | 9032 .0049 .0066 .9082 .9099 9115 9131 .9147 9162 .9177
14 | 9192 9207 9222 .9236 .9251 .9265 .9279 .9292 .9306 .9319

1.5 | .9332 .9345 .9357 .9370 .9382 .9394 .9406 .9418 .9429 .9441
1.6 | .9452 .9463 .9474 .9484 .9495 .9505 9515 .9525 .9535 .9545
1.7 | .9554 .9564 .9573 .9582 .9591 .9599 .9608 .9616 .9625 .9633
1.8 | 9641 .9649 .9656 .9664 .9671 .9678 .9686 .9693 .9699 .9706
1.9 | 9713 9719 9726 9732 .9738 9744 9750 .9756 .9761 .9767

23
Normalfordelningen
Tabellen dver fordelningsfunktionen finns bara for N (0, 1). Vilken nytta
ska denna speciella tabell ha?
‘ 1 (t-w?
- _ = allman fordelnings-
X~Nuo) = Fy(x) = f\/ﬁ i e 20% dt funktion(alla u och o)

Substitution: z = t?TM (OBS! z ar faktiskt den standardiserade slumpvariabeln!)

dz 1

—=— - dt=o0-dz

dt o

x—p
a
1 2 X — U
= F(x)—f —-e_sz=<b( )
X JoN2m a
——
tathetsfunktion for N(0, 1)
www.matstat.org
24

2020-02-29

12



Normalfordelningen

X ~N(u,0) Fx(x) =@ (%)

Fordelningsfunktionen foér den allmdnna normalférdelningen kan berdknas med
hjalp av fordelningsfunktionen fér den standardiserade normalférdelningen.

Om X ~ N(u,0),sd ar Fy(x) = @ (%), dar @ ar fordelningsfunktionen for den

standardiserade normalférdelningen, N(0, 1).

PX<x)= FX(::x) = tb(x%)

Med hjélp av denna formel och en tabell 6ver ® kan man berdakna
fordelningsfunktionen for alla varden av x, u och ¢ (med en viss precision).

25
Normalférdelningen
x —
PO <) = Fy(0) = o (*=F)
Tabellerna over @ finns dock mest bara for positiva argument. Med hjalp
av symmetrin av N(0,1) lyckas dock ocksd berikningen for negativa
argument. Man utnyttjar att N(0,1) ar symmetrisk kring noll:
fx(x) X~N(0,1) De rodmarkerade omradena
har samma storlek (pga.
symmetrin). Ddrmed foljer:
d(—a) =1- d(a)
Berdkning av ® for negativa
®(-a) 1-o(a) argument dr méjligt med denna
formel.
N
www.matstat.org
26
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Normalférdelningen

Sannolikheten att en normalférdelad slumpvariabel hamnar mellan
de reella talen a och b:

P(a<X§b)TFX(b)_FX(a)T(I)(bg,lt) _(I)(aaﬂ)

galler allmant géller bara for normalférdelningen

fx(x) X ~N(u,o0)
a b
27
Normalférdelningen
Exempel: berdkning av Fy for godtyckliga u och o
a) X~N(wo) X~N(3,2) soker:P(X<1)?
1-3
P(X < 1) = Fx(1) = (=) = (-1) = 1~ &(1) = 1 - 0.8413 = 0.1587
b) X~N(o) X~N(2,1) soker:P(1<X<3)?
3-2 1-2
PASX <3)=FKB) - K1) =o(—]|-(——)= o1 -1
=0()-[1-o(1)]=2-9(1)-1=2-0.8413-1=0.683
Del b) fragade efter sannolikheten att X ligger mellan y — o och u + o.
Denna sannolikhet ar alltsa = 68%. Se nasta sida —
www.matstat.org
28
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Normalférdelningen

Sannolikheten att X liggermellanu — o ochu + o

Pu-o<X<su+o)=Fu+o)-Fu-o)

o(E12) a2

=0(1) -d(-1) = ... = 68%

Om X ~ N(u, 0), sé ar sannolikheten att X ligger mellan ¢ — o och
1 + o ungefar 68%.

Med samma metod far man:
Plu—20<X<u+20)=~95%

P(u—3c<X<u+30)=99.7%

www.matstat.org

29
Normalférdelningen 68%
3 pnto
Plu-—oc<X<pt+o) = 68%
Plp—2-0<X<pu+2-0) = 9% & 39
Plp-3-0<X<p+3-0) = 9.7% )
95% ) 99.7%
E w20 . ut 3o
30
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Normalférdelningen
Exempel: Ens.v. X ar normalférdelad med vantevarde 3 och variansen 4.

a) Ange sannolikheten att denna s.v. blir mindre &n 1. Skissa resultatet

X ~ N(3,2) OBS!: 2:a parameter ir standardavvikelsen!

P(X<1)=Fx(l)=9 (%) =®(—1)=1-®(1) =1 — 0.8413 = 0.1587

b) Ange sannolikheten att denna s.v. ligger mellan 1 och 5. Skissa resultatet.
Plp—o<X<p+o)=P(l< X <5)=68%

Normalfordeining Normalfordeining
u=3c=2 p=3o=1

a) | b) *

31
Normalférdelningen
Kvantiler for den standardiserade normalférdelningen, N (0, 1)
Kom ih&g definitionen for kvantiler x,: Fy(x,) =1—«a
Kvantilerna fér N(0, 1) kallas ofta 4,
Standard normalférdelning
p=00=1
) X ~N(0,1)
Fy(x,) =1—a generellt
=7 d(A) =1-a forN(0,1)
] a=a
s o2 4 o 4 2 3
32
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Normalférdelningen

Kvantilerna for N (0, 1) ar tabellerade:

se Blom etal. s. 397
i (x)

area={x

A

Figur: Kvantiler for N (0, 1)

a | 0.0005 0.001 0.005 0.01@ 0.05 0.10

Aa ‘ 3.29 3.09 258 233\196 /164 1.28

www.matstat.org

33
Normalférdelningen
Kvantiler fér den standardiserade normalférdelningen, N (0, 1)
Ofta behdvs ocksa #/, som argument, dvs. vi ersatter & med ¢/, :
Standard normalférdelning
n=0a=1
fX(x) X~ N(O, 1) CD(A‘Z/Z) =1- a/Z
2 a=0.05 - ).0_025
forekommer ofta!
# 97 Ao.025 = 1.96
o a="%/
A
34
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Normalférdelningen

Sannolikhet att en N(0, 1) -slumpvariabel ligger mellan —A«/,0ch +24a/,:

P (A< X < 2ay,) = ®(Aay,) = @ (~Aay,) = @ (2, ) = [1 = @ (e, )|
=2-¢(la/2)—1=2-[1—g]—1=1—0.’

fx(x) X~N(O,1)

P (—/10:/2< X< /1(1/2) =1-a

Detta viktiga resultat behdvs

(pga. symmetri)
senare for intervallskattning!

0(/2
\

www.matstat.org

—Ay, Ay,
35
Linjartransformation av normalférdelade s.v.
Y=a-X+b linjartransformation
Repetition linjdrtransformation (foreldsning F3):
E(@-X+b) = a-E(X)+b=a-pu+b n=EX
Vie- X +b) = & V(X)=d> o* o =V(X)
D@ -X+b) = l|a-D(X)=la|-o o =D(X)
Allmént géller detatt E(Y) = a-u+ b och D(Y) = |a] - 0. Detta
sager dock ingenting om fordelningen for Y. Normalfordelningen
ar speciell: Om X ar normalférdelad, sa ar aven den linjar transfor-
merade variablen ¥ normalfoérdelad:
Om X ~ N(u,0)
ochY=a-X+bdira,beR
giller detatt Y ~N(a-pu+ b,|al - o)
www.matstat.org
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Summa och differens av slumpvariabler

Vantevirde och varians:

a-E(X)+b-E(Y)

a V(X)+ b - V(Y) +2ab-C(X,Y)
a? - V(X)+ b V(Y) omX,Y oberoende (C = 0)

Ela-X+b-Y)
V{g-X+0b-Y)

Kovarians: C(X,Y) = E[(X — uy) - (Y — py)]

Oma=1ochb=11:

VX+Y)=V(X)+V(Y) Bara om X, Y oberoende, alltsd C(X,Y) =0
V(X -Y)=V(X)+ V() Observera plusset i ekvationen!

(b=-1-b2=1)

www.matstat.org
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Summa och differens av
slumpvariabler

For flera summander giller:
E (Z X:‘) = Z E(X;) Ekvationen for vantevardet giller allmént.

) N Ekvationen for variansen galler bara om alla X;
4 (Z X'i) = Z VIXi) g parvist oberoende!

Vantevirdet for en summa ar alltsi detsamma som summan av
vantevardena.

Om alla variabler ar parvist oberoende, sd ar ocksa variansen for en
summa detsamma som summan av varianserna.

www.matstat.org
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Summa och differens av tva oberoende
normalfordelade slumpvariabler

Lat X ~ N (pe,0:) » B(X)=p, V(X)=o?
i - X,Y oberoende
Yo Nlpyoy) - BY)=p, V()=0o?
E(X +Y) =iz + 1y och E(X —Y) = iy —
VIX+Y)=V(X)+V(Y)=0s+0, DX+Y)=,/02+02

VIX=Y)=V(X)+V(Y)=0i+0, DX-Y)=,/02+02
alltid "plus”!

Summa / differens av tva oberoende normalfordelade slumpvariabler ar
ocksa normalférdelade, med vintevirde iz *+ ity och standardavvikelse

1/0’5—}—03
X+Y~N (,uzip:y, \f(T_%‘FO"é)

www.matstat.org
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Summa av flera oberoende
normalférdelade slumpvariabler

Lat X; ~ N(u,0) 1=12,...,n

* noberoende normalfdrdelade slumpvariabler med samma
vantevarde och samma varians

5) - fooes

& - ~ : X; m3ste vara
V X = V(Xi) = ol =n.o? «— i
(tz, ) ; %) ; oberoende
D (Z X.,)
i=1

n

ZE(X,;):Z;L:H,-,U
i=1

i=1

N

www.matstat.org
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Summa av flera oberoende
normalfordelade slumpvariabler

Lit X; ~ N(u,0) i=1,2,...,n

* noberoende normalférdelade slumpvariabler med samma
vantevdrde och samma varians

Summa och differens av flera oberoende normalférdelade
slumpvariabler med samma vintevirde och samma varians ar
ocksd normalfordelade; vantevardena och varianserna adderas:

X; ~N(u, o) i=1,2,...,n oberoende

— ZX.;NN(';L-;L,\/E-U)

www.matstat.org
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Medelvardet av flera oberoende
normalférdelade slumpvariabler
X, ~N(uo) i=12 .1 n oberoende nﬂorma}fbrdelade sl.umpvariabler
med samma véntevarde och varians
Lat § = ZXi — FE(S)=n-p och V(S)=n-0? (seovan)
i=1
5 1 1 1
E(X) = E(HS> —;-E(S)—ng-,u—,u
| 1 1 s o°
V(X) =V (n -S) = -V(S) = om0t =—
. a
D) = = -
_ 1 a
I:,'} X=- Xi~N\|p —
nie (“' Vi )
Standardavvikelsen fér X 4r mindre &n for ett enda X; - viktigt for mitningar!
www.matstat.org
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Fler matvarden (n) — smalare
fordelning for X,,

Tathetsfunktion fér genomsnittet (X)

| fx(0) ”fi

"= X; ~ N, 0)
=

24 X ~N<u J)
" "Vn

SEM = "Standard Error
of the Mean”

www.matstat.org
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Exempel: Fordelning for X;
Ett matfel ar féordelat N(0, 10). Hur stor dr sannolikheten att felet ar
begransat till (—3,+3) ?
P(=3 <X <3)=F.(3) - F,(-3)
_ % 3-0Y & -3-0
10 10
=®(0.3) —®(—-0.3) =2 P(0.3) — 1 = 0.236
Sannolikheten ar 23% att felet hallas i granserna mellan -3 och 3.
www.matstat.org
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Exempel: Fordelning for X

Ett matfel ar fordelat N(0, 10). Hur stor adr sannolikheten att felets
medelvérde (6ver 25 méatningar) ar begransat till (—3,+3) ?

- 10
X ~ N(0,10 X~N[0,—]~N(0,2
0,10 (0.9 ) ~ ¥0.2)

2
5)— B(—1.5) =2 B(1.5) — 1 = 0.866

Sannolikheten ar 87% att felets medelvarde hallas i granserna mellan
-3 och 3. Mycket battre!

www.matstat.org
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Centrala gransvardessatsen (CGS)
( Central Limit Theorem, CLT)

Vi har sett: summor och medelviarden av normalférdelade slumpvariabler ar
ocksa normalfordelade.

CGS: &ven summor/medelvdrden av godtyckligt fordelade slumpvariabler X; ar
normalfdrdelade, om slumpvariablerna X;

* har samma fordelning
» aroberoende
* armanga (limit — o)

X, ~iid (po) i=12....n p=FEX) oc=DX)

n
= ZXi ~ AsN (’rl .#’ \/H . a) AsN betyder "asymptotiskt

: normalfordelad”, det racker
i=1 dock med bara N.

I o
= X == E  ~ A ), ——
X ni:lX, AsN (,(JJ\/H>

www.matstat.org
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Centrala gransvardessatsen (CGS)
( Central Limit Theorem, CLT)

X ~iid. (p,o) i=12,....n pu=EX) oc=D(X)
n
— ZX, ~ AsN (n-,u.,\/ﬁ’cr)
i=1

= 1 — o
=—§ e~ AsN (| p, —
—> X - éZIXt As (;g, ﬁ)

Summor och medelvirden for slumpvariablerna X; ar ungefar normal-
fordelade, oavsett formen pa den givna férdelningen pa X;, bara antalet
komponenter &r stort nog. OBS!: CGS galler ungefar dven om X;:orna inte
har exakt samma fordelning eller dr svagt beroende.

www.matstat.org
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Centrala gransvardessatsen (CGS)
Exempel: kasta n tdrningar - fordelning fé6r summan av 6gontalen
=2
1 )
|H I
1 2 3 4 5 6 2 3 4 5 6 7 8 91011 12
n=5 n=10 = antalet tdrningar
(deras ogontal summeras)
I”tl nll H \m wwmatsatorg
l 1l Lis
5 10 15 20 25 30 20 30
Ju storre n blir, desto mer liknar férdelningen for summan en normalférdelning.
48
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Fordelning av medelvardet och dess
standardisering

| —

_ n — ~ o
X-- ;x X;~NellerCGS = X, ~ N (ﬂ., ﬁ)

-

Kom ihdg: En slumpvariabel standardiseras genom att subtrahera dess
medelvarde och sedan dela med dess standardavvikelse. Den resul-
terande slumpvariabeln har vintevardet 0 och standardavvikelsen 1.

e Denna variabel ar
~ N(0,1) N(0,1)-fordelad
U/ﬁ ! ("standard normal”).

www.matstat.org
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Summa och differens av medelvarden

o Vihar sett att medelvdrdet av flera normalférdelade slumpvariabler (med
samma vantevarden yu och samma standardavvikelser ¢) ocksa ar normal-
fordelat.

o Dessutom ar medelvardet av godtycklig fordelade slumpvariabler (med
samma vantevirden u och samma standardavvikelser o) ocksa (ungefar)
normalfdordelat, bara antalet komponenter ar stort nog (CGS).

Xi~ N (ux,ox) eller CGS = X ~N (.UX-. Uix)
N
X CGS = Centrala

Y; ~ N (uy,oy) eller CGS = Y ~ N (Mn oy ) gransvardessatsen

ATy

Enligt reglerna for summor av normalférdelade slumpvariabler foljer:

_ %, %
X4V ~ Nfpx+pyy| X+
nx Ny Summa och
differens av
B B o2 o2 medelvarden
X—V ~ N{px-—pyy| X +%
nx Ny

50
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Summa och differens av medelvarden

Exempel: De oberoende slumpvariabler X; och X, dr badda N(1, 2).

Ange fordelningen fér genomsnittet X = ki) (Blom, 6.17)
- X+ X 1 1
E(X) = E {%} 25‘[E(X1)+E(X2)J = 5‘[1+1]: 1
X1+ X 1 1
V(X) = V[ ‘; ﬂ =1 [V(X1)+V(X2):1-[4+4] =2
D(X) = V2

= X~ (1.v3)

Detta stimmer 6verens med den allmanna formeln vi hade (n = 2):

- 1 & o o 2
—— o~ N — — ==
X nzile‘ ! (“' ﬁ) N

www.matstat.org
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Sammanfattning: Fordelning av summor
och medelvarden
X;~ N (p,a) X; godtycklig fordelad med p, o
V=%" X |Y~Nmn pyn-a)v¥n| Y~Nmn puyn-a) n—oc
X=1ym" X, X~N (M; \%) vn X~N (,u, %) n — 00
galler exakt galler asymptotiskt
uwe.menzel@matstat.org
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Summa och differens av N-fordelade s.v.

Exempel: Vissa tillverkade byggnadselement har en ldngd (i cm) som
approximativt ar N(25, \/ﬂ) Man lagger 20 slumpmassigt valda element
intill varandra utan fogar. Hur stor ar slh. att deras sammanlagda ldngd
overstiger 505 cm? (Blom, 5. 153)

20
X;~N(25,v04) Y =) X; sokes: P(V > 305)
i=1

Y o~ 1\-'(20-25,@-\/@)
Y ~ N (500. \@)

P(Y >505)=1—P(Y <505) = 1—Fy(505)=1—& (w)

1— ®(1.77) = 1 — 0.9616 = 0.0384

www.matstat.org
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Exempel, fortsattning: Man lagger ut tva rader om 40 element vardera.
Hur stor ar slh. att skillnaden mellan radernas ldngder éverstiger 10 cm?
(Blom, dndrat)
Xi~N(25,v/04) Rad1:R, Rad2:R,
40
Ry=> X, = Ri~N (40 .25, /40 - \/0.4) dvs. Ry ~ N (1000,4)
i=1
Detsamma for rad 2 ... Bo ~ N (1000, 4)
:> Ry — Ry~ N (D, \/3_2)
Sékes: P (|R; — Ra| > 10) OBS!: absoluttecknet!
P(|Ri—Ry|>10) = 1-P(|Ri—Ra|<10)=1—-P(—10< Ry — R2 <10)
1 — [Fgr,~r,(10) — Fr,_p,(—10)]
10-0 —-10-0
= 1-|¢|— | -0 ——+—
() - ()
= 14+ ®(-1.77) - ¢(1L.77) =1+ 1 — (1.77) — ©(1.77)
= 2-2-®(1.77) =2 - 2-0.9616 = 0.0768
www.matstat.org
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Medelvardet av N-fordelade slumpvariabler

Exempel: Vid anvandning av en viss mitmetod antas de erhdllna virdena
vara normalférdelade med vantevardet 28.0 och standardavvikelsen 0.25.
Hur stor ar sannolikheten att ett matvarde ligger mellan 27.5 och 28.5?

X, ~ N (28,0.25)

285 — 28.0 27.5 — 28.0
P(275< X; <285) = Fy,(28.5) — Fx,(27.5) = ( 3025 )—rp( R

= () D(-2) =(2) - [1 - 2(2)] =2-2(2) -

.05,

|
c:

Exempel, fortsattning: Hur stor dr sannolikheten att det aritmetiska medel-
vardet av fyra oberoende matvarden ligger i samma intervall?

X4~ N (28,0.125)

0.125 0.125
B(4) — B(—4) = B(4) — [1 — B(4)] = 2- B(4) — 1
—  0.99994

28.5 — 28. 27.5 — 28.
P(27.5 < X, <285) = FX4(28.5)—EQ_,(27.5):(I)< 85 80)—11»( 75— 280

www.matstat.org
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Normalférdelningen

Exempel: En s.v. X dr standard-normalférdelad. Berdkna f6ljande slh.:
X ~N(0,1)

Jogreus, s. 339

P(X <1.82) =P(X < 1.82) = F,(1.82) = ®(1.82) = 0.9656
b) P(X < —0.35) = d(—0.35) = 1 — $(0.35) = 1 — 0.6368 = 0.3632

O P(-1.2 <X <05) = d(05) — d(~1.2) = ®(0.5) — [1 — d(1.2)]
= ®(0.5) — 1+ d(1.2) = 0.6915 — 1 + 0.8849 = 0.5764
d)P(X >a) =005 Soker:a
PX >a)=1—-PX <a)=1-Fx(a)=1—®(a) =0.05
- ®(@) =095 - a=164 (tabell)
e) P(|X| <a) =095 Soker:a
P(|X| < a) = P(—a < X < +a) = ®(a) — ®(—a) = ®(a) — [1 — d(a)]
=2-d(@)—1=095 - ®(a) =0.975 — a=1.96 = g5

56

2020-02-29

28



Normalférdelningen
Exempel: En slumpvariabel X ar standard-normalférdelad.

For en annan slumpvariabel Y géller: Y = 3 - X + 2
Ange vantevardet, varians och standardavvikelse for Y'!

EX)=0; VX)=1 givna

Svar:

E(Y)=EGB-X+2)=3-EX)+2=2
V) =V@-X+2)=32-V(X) =9

DY) =, /V(¥)=+/9=3

www.matstat.org
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Normalférdelningen
Exempel: En slumpvariabel X &r normalférdelad med X ~ N(5, 2)
Berdkna foljande sannolikheter:
A)P(X <6)?7 P(X <6)=Fy(6)=d (6%5) = ®(0.5) = 0.6915
b)P(18 <X <7.2)?
P(18<X <72)=P(18 <X <7.2) = Fy(7.2) — Fx(1.8)
_ (7'22_ 5) - <1'82_ 5) = ®(1.1) — d(=1.6) = d(1.1) — [1 — B(1.6)]
=®(1.1) — 1+ ®(1.6) = 0.8643 — 1 + 0.9452 = 0.8095
Q) P(X <a)=005 Séker:a
Por =@ = 0(*5) coos riengoe bl
@ (5 - a) — 095 tabell > S_Ta =164 foratt d(1.64) = 0.95
- a=5-2-164=172
58
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