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Begrepp "fordelning”

* Hur beter sig en variabel slumpmassigt ?

* En slumpvariabel (s.v.) har en viss fordelning, d.v.s. en viss
sannolikhetsfunktion/tathetsfunktion och fordelningsfunktion.

* Desssa funktioner kdnnetecknar slumpprocessen entydigt.

Sannolikhetsfordelning &r inom
sannolikhetsteori, statistik och matematisk
statistik, en beskrivning (ofta i form av en
funktion) av sannolikheterna fér utfallen i ett
utfallsrum.

04

0.3

34.1% 34.1%]

02

Sannolikhetsférdelningar, ibland bara
"férdelningar”, férekommer i bade diskreta och
kontinuerliga utfallsrum och kallas darfér ibland
diskret férdelning eller kontinuerlig férdelning, for Normalférdelningen 4r en mycket vanligt forekommande &7
att ange typen av utfallsrum. sannolikhetsfordelning i statistiska modeller
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Exempelvis ar en likformig férdelning en
fordelning dér alla utfall &r lika sannolika, vilket &r fallet till exempel vid en dragning av ett nummer i en lottorad:
dar &r alla utfall i det diskreta utfallsrummet [1, 2, 3, ... 34, 35] lika sannolika med sannolikheten 1/35.

Wikipedia: https://sv.wikipedia.org/wiki/Sannolikhetsf%C3%B6rdelning



https://sv.wikipedia.org/wiki/Sannolikhetsf%C3%B6rdelning
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Diskret likformig fordelning

Diskret likformig férdelning

b5 (mng) X ~U(a,b)  kodbeteckning

022
|

Q={a,a+1,a+2,..,b}

020
|

N=b—a+1 antaletutfall

018
|

1
2 Px(k)=ﬁ
<7 a+b
. B0 = 2
27 T T T T T T (b—a+2)-(b—a)
1 2 3 4 5 6 V(X)z 12

Exempel tirning: slumpvariabel X = 6gontalet
a=1;b=6;N=6; px(k) =1/¢ ;E(X) =3.5

www.matstat.org

Binomialfordelningen

Slumpforsok: tvd alternativa utfall: A, A* (s kallad Bernoulli-forsok)

P@)=p kant! p betecknas ofta som "sannolikhet att lyckas”
P(A)=1-p
Exempel 1: mynt utfall A: krona } 1
utfall 4% Klave / FA=PA)=p=3
1
P(A) =p=—
@=p=¢

Exempel 2: tdrning utfall A: kastar en femma }

utfall A*: kastar nagot annat PAY=1-p= z

Vi gor n oberoende repetitioner av detta forsok!

Vi soker sannolikheten att det blir k ganger hindelse A (k < n)

Exempel 1, mynt: kastar 10 ganger och soker slh. att det blir 6 ggr. krona
n=10;k=6,p=1,)

Exempel 2, tirning: kastar 20 génger och soker slh. att fa 3 femmor
(n=20;k=3;p="1)

www.matstat.org
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Binomialférdelningen
X ~ Bin(n, p)

Vi gor n oberoende Bernoulli-forsok:

A A* summa
sannolikhet p 1-p 1
antal k n—k n

Slumpvariabel X: antalet A-utfall ("lyckade”) bland totalt n (Bernoulli-) férsok

Qy =1{0,1,2,..,n} utfallsrum
Vilken sannolikhetsfunktion har slumpvariabeln X ?

P(X =k) = px(k) =7

www.matstat.org

Binomialférdelningen
X ~Bin(n,p) PX =k)=pyk) =7

Vi kan forsoka hitta sannolikhetsfunktionen med hjélp av ett exempel:

Slumpforsok:

* taenkula, registrera dess farg och lagg tillbaka

+ héandelse A: rod ("lyckad”) P(4) =p =0.3

+ hindelse A*:blikula P(4*) =1—-p=10.7

* upprepa detta n = 4 ganger — 4 Bernoulli forsok

Urna:

3 roda kulor
7 blda kulor

Slumpvariabel X: antalet rdda (av totalt 4 dragningar)

P(X =4) =P[(A; = rdd) n (A, = r6d) N (A3 = rd6d) N (A, = rod)]
=P(A; =1r6d) - (A, =7r6d) - (A; = 1r0d) - (A; = rod) pga. oberoendet
:p.p.p.p:p4:0.34‘

www.matstat.org
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Binomialfordelningen
tre ggr. rod
|
PX=3)=4-p°>-(1-p)
Ve S—~—

Varfor faktor 4 ?  en gangbla

Kom ihag exemplet med de tre elektroniska komponenterna: det finns 4
mojligheter att anordna de 4 forséken. De lyckade forsoken kan
befinner sig pa positionerna {1, 2,3}, {1,2,4}, {1,3,4} eller {2,3,4}
(lyckade forsok = roda punkter):

4 mojligheter for ordningsfoljden
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Binomialférdelningen

P(X=2)= (;) p2 -(1- p)z 2 roda, 2 blaa, (4) mojligheter att anordna (att vélja 2 av 4)

PX=1)= (i) p-(1—p)® 1réd 3blaa, ( )m(’jjligheteratt anordna (att vélja 1 av 4)

P(X=0)= (g) (1- p)4 0 roda, 4 blaa, (g) = 1 mojlighet att anordna dem

allmant: | P(X = k) = px(k) = (1]:) pk-A-p)* k=012,..,n

Om en slumpvariabel X har en sddan sannolikhetsfunktion siger man att X ar

binomialférdelad

o slumpvariabel X: antalet "lyckade”

o P(X = k) : sannolikhet att slumpvariabeln X antar vardet k, dvs. att fa k
"lyckade” forsok

o n: totala antalet (Bernoulli-)forsok

o p = P(A): sannolikhet att "lyckas” i ett enda (Bernoulli-) forsok

Kodbeteckning: X ~ Bin(n, p) Utfallsrum: Qy ={0,1,2,...,n}

www.matstat.org
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X~Bin(n,p)

Stolpdiagram,
olika p:
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Binomialfordelning

Binomialférdelning
n=20; p=0.5

n=20: p=0.2
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Binomialférdelning

n=20:p=0.35
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Binomialférdelning
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Binomialférdelningen

Exempel: Myntkast, 20 ggr. med P (krona) = 0.5.

Sannolikhet att fa krona 8 ggr.?:

Slumpvariabel X: antal kronor i 20 kast

X ~ Bin(20,0.5)

P(X

) =px(s) =

20
8

) -0.5%-0.5% =0.12

Q P = dbinom(8, size = 20,prob = 0.5)

www.matstat.org

2020-01-30



Binomialfordelningen

Normering:
n

n
Z px(k) = Z (Z) p*-(1—=p)"* =1 bevis med binomialteoremet
k=0

k=0 (se appendixet)
n

Vantevarde: EX) = Z k-px(k)= ..=n-p
k=0

Exempel myntkast: p =1/,;n=10 - E(X) =5

Vantevarde, varians, standardavvikelse:

E(X) = n-p
VIX) = n-p-(1-p)
D(X) = vV(X)

www.matstat.org
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Binomialférdelningen

Fordelningsfunktion:

a
a: reellt tal
Fx(@=PX =a)= Z px (k) kan inte anges formelmassigt
k=0

Foérdelningsfunktionen for Bin(n, p) finns tabellerad
* Jogreuss. 340, Blom et al. s. 403

* bara for vissap

* baraféorn =23, ...,20

Komihdg: pyx(k) = Fx(k) — Fx(k — 1) kan anvindas for att rdkna ut
px (k) med hjélp av en tabell fér férdelningsfunktionen.

www.matstat.org
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Tabell 6. Binomialfordelningen
P(X <z)dir X € Bin(n, p).
For p > .5 utnyttja ats P(X < r)=PY 2n—z)dirY € Bin(n,1—p)

p 005 010 015 (020) 025 030 040 050

n T

70 SoE0BI000 72250 6000 56250 49000 36000 25000

1 ‘99730 99000 97750 96000 93750 91000 84000 75000

Tabell: 30 85737 72000 61412 51200 42188 34300 21600 12500
1 99975 07200 93025 89600 84375 78400 64800 50000

2 90987 00000 9662 99200 08438 .97300 .93600 87500

X ~Bin(n,p) 40 1451 65610 52201 40960 31641 24010 12960 06250
1 08508 04770 80048 81920 73828 65170 .47520 31250

2 ‘90052 99630 08802 07280 .04022 91630 82080 68750

3 00599 00000 09049 09840 00609 99100 97440 93750

77378 59040 44371 32768 23730 16807 .07776 .03125
97741 .91854 83521 63281 52822 .33696 .18750
99884 .99144 97339 80648 83692 .68256 .50000
00097 .99954 99777 98438 96922 .91296 .81250

NG

4 1.00000 .99999 199992 99902 .99757 .98976 96875
6 0 73500 53144 37715 17798 .11765 .04666 01562
1 06723 8874 77648 .65536 53394 42017 .23328 .10938
2 09777 98415 95266 .90112 83057 .74431 54432 .34375
3 99991  .90873 00411 .98304 .96240 92053 82080 .65625
4 1.00000 .99995 199960 .09840 99536 .98906 05904 .89063
5 1.00000 1.00000 99999 .99994 09976 .09927 .99590 98438
70 69834 47830 32058 .20972 .13348 (08235 .02799 .00781
1 95562 .85031 .71658 57672 .44495 .32942 15863 .06250
2 Q0A24 07431 92623 85197 75641 .B4T0T 41990 22656
13
Binomialférdelningen
Exempel: X ~Bin(5,0.2), dvs. n =5o0chp = 0.2

Vad ar sannolikheten att det blir 3 "lyckade” (dvs. 3 ggr. handelsen med slh. p)?

n
a) px(k) = (k) -p¥ - (1 —p)** masteberiknasfor n=5; k=3; p=0.2
5!

_(5). 3 4.5
px(3) = (3) 0.2%-0.8% = 27— 023 - 0.87 = —- 0.2% - 0.8? = 0.0512

b)

eller med hjalp av tabellen 6ver férdelningsfunktionen:

(se tabell ovan)

px(3) = Fx(3) — Fx(2) = 0.99328 — 0.94208 = 0.0512
storan, k : tabell ar vanligtvis enklare och snabbare (om en tabell med lampligt p finns)

€)  innu enklare: Q db?nom: s?nnolikhetsfunktion ("probability density”)
pbinom : férdelningsfunktion (“probability distribution”)

dbinom(x, size, prob

6lo

N/

dbinom(3, 5, 0.2)=0.0512

9
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Binomialfordelningen

Fordelning for komplementéra handelser:

P(A) =p s.v.X:antalet A X ~ Bin(n,p)
P(A)=1—-p s.v.Y:antalet A* Y~ Bin(n,1—p)

X+Y=n

Sammanhang mellan sannolikhetsfunktionerna fér X och Y:

PX=k)=P(Y =n—k)

Exempel mynt: 10 kast, 3 kronor — 7 klave

www.matstat.org

Om det blev k ggr. A-handelsen, sa blev det (n — k) ganger A*-hdndelsen.

15
Binomialférdelningen
Fordelning for komplementéra hdndelser:
P(A) =p s.v.X:antalet A X ~ Bin(n,p)
P(A)=1—p s.v.Y:antalet A* Y~ Bin(n,1—p)
Sammanhang mellan sannolikhetsfunktionerna fér X och Y:
Fx(k)=PX<k)=Pn—-Y<k)=P(-Y<k-n)=P{Y =n—k)
=1-PY<n—-k-1)=1-Fnh-k-1)
= | Fx(k)=1-Fn-k-1)
= | PX<k) =P 2n—k)
www.matstat.org
16
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Binomialférdelningen

Sammanhang mellan sannolikhetsfunktionerna for X och Y:

Exempel:n=5; k=2

PX<k)=P(¥ =n—k)

P(X <2)=P(Y >3)

Al W o>
olRrIvIiw|s|u|<

www.matstat.org
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Binomialférdelningen

Sammanhang mellan sannolikhetsfunktionerna fér X och Y:

Exempel: X ~ Bin(n,p) med P(A)=p=0.7;n=5 - X ~Bin(5,0.7)
Soker: Fy(1)
a) anvdand Fx(k) =1-F,(n—k—1) ochtabell

OBS! Inga virden for p = 0.7 i tabellen, darfér maste vi anvianda Fy (k)

Py

Fy()=1-F,(G-1-1)=1—Fy(3) dir Y ~ Bin(5,0.3)
=1-0.969 = 0.031

b) anvind F,(a) = px (k)
X kZO X

Fy(1) = px(0) + py(1) = (g) 079035 + (i) .0.71+0.3% = 0.031

www.matstat.org
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Binomialférdelningen

Additionssats for binomialférdelningar:

X ~ Bin(ny, p)

X + Y~ Bin(ny +ny,p)
Y~ Bin(nZJ p)

OBS! Slumpvariablerna X och Y maste ha samma parameter p !

Bernoulli-férsok pa en

gang!

» forst n,; oberoende Bernoulli-férsok med slh. p samma sak som n + 1,
* sedan n, oberoende Bernoulli-férsok med slh. p

www.matstat.org
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Binomialfoérdelningen
Exempel: Bloms. 187
Ett (Bernoulli-) forsok lyckas med sannolikhet p = 0.8.
Man utfér 12 oberoende forsok.
a) Vilken fordelning har slumpvariabeln X = antalet lyckade forsok ?
X ~ Bin(12,0.8)
b) Vilken férdelning har slumpvariabeln ¥ = antalet misslyckade forsok ?
Y~ Bin(12,0.2)
OBS! akta "<"-tecknet
) Ange P(2< Y < 4)
PR<Y<4)=P(1<Y<4) =Fy4) - Fx(1)=0.927 — 0.275 = 0.652
www.matstat.org
20
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Binomialférdelningen

Exempel: Bloms. 187

Ett (Bernoulli-) forsok lyckas med sannolikhet p = 0.8.
Man utfor 12 oberoende forsok.

d) Ange sannolikheten att antalet lyckade forsok dverstiger 7 men ej 10

P(7 < X <£10) = Fx(10) — Fx(7) p = 0.8 finns dock inte i tabellen, anvind Y
=1-F(12-10-1)—1+F (12 -7 — 1) = Fy(4) — Fy(1)
=0.927 —0.275 = 0.652

OBS!: det dr detsamma som i del c), for att

X €{8,9,10} arlikvirdigtmed Y €{2,3,4}

X Y z
4 12
3 12
10 2 12

21
Hypergeometrisk fordelning
Urna: Slumpforsok:
« 3 roéda kulor * draenkula, lagg inte tillbaka (skillnad till Bin!)
« 7 blia kulor * dra totalt n kulor
Om kulorna inte laggs tillbaka:
- . 2
P(rédi2:al| rodil:a) = 3 De enskilda dragningarna ar
3 inte ldngre oberoende — inte
P(rodi2:al| blail:a) = ) ndgon binomialférdelning
Slumpvariabel X = antalet réda bland de n dragna
P(X = k) = py(k) =7
www.matstat.org
22
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Hypergeometrisk fordelning

Anmirkning: Vihade P@(roédi2:al| rodil:a) =

lw ol

P(rodi2:a| blé’lil:a)=9

Detta betyder dock inte att den totala sannolikheten att dra en réd kula i

2:a dragningen skiljer sig fran sannolikheten att dra en rdd kula i 1:a drag-
ningen (som man kanske kunde tdnka):

Kom ihdg den totala sannolikheten (féreldsning F1):
P(rodi2:a) =P(roédi2:a|rodil:a) - P(rédil:a) + P(rodi2:a|bldil:a)-P(blail:a)
_2 3+3 7_6+21_27_ — P(rodi1:
=5'170%9'10" 90 90 10 LUbdilia)

Slumpvariabeln X ar inte binomialférdelad eftersom de enskilda dragningarna
ar icke oberoende (som erfordras for binomialfordelningen)!

www.matstat.org
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Hypergeometrisk fordelning

Urna: Slumpforsok:

* draenkula, lagg inte tillbaka (skillnad till Bin!)
* dra totalt n kulor

* 3 rodakulor
* 7 blda kulor

Slumpvariabel X = antalet réda bland de n dragna Qy = {0, 1, 2, 3}

Sannolikhetsfunktionen erhalls med hjalp av den klassiska sannolikhets-
definitionen: P = 9/,

Lat oss anta att vi har 3 réda, 7 blaa (se bild ovan), vi drar totalt 5 kulor, och vill
veta sannolikheten for att dra 2 roda:

(\ (;) : antalet mojlighter att dra 2 bland de 3 roda

9_2)"\3
PX=2)= mo (;) : antalet mojlighter att dra 3 bland de 7 blaa

10

\ (om det blev 2 roda av 5 dragna, sd maste 3 blaa ha dragits)
( 5 ) : antalet mojlighter att dra 5 kulor bland 10

www.matstat.org
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Hypergeometrisk fordelning

Sannolikhetsfunktion:

Slumpvariabel X = antalet "réda” bland de n dragna

Qx ={0,1,2, ..., min(n, m)}

(7]?) . (N - m) N : totala antalet "kulor”
P(X =k) = Nn —k n: antalet dragna R : dhyper
( ) m: antalet "roda”
n
k<m n—k<N-m
antalet roda antalet roda i antalet blda antalet blaa i
bland de dragna urnan bland de dragna urnan

Om ovanstdende restriktioner inte ar uppfyllda blir sannolikheten noll. Detta

. . o m
sakerstalls automatiskt i formlerna eftersom t. ex. (k) =0omk >m.

www.matstat.org
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Hypergeometrisk fordelning
Kodbeteckning: X ~ Hyp(N,n, m)

N:sd mé’mga‘finns totalt n: s manga dras m: s mé’mg; "roéda” finns
Naturligtvis géller detta inte bara for kulor som dras ur en urna. Férdelningen
géller allméant for "dragning” utan aterlaggning bland tva sorters foremal. (se
svensk Wikipedia artikel "hypergeometrisk férdelning”)

Véntevirde, varians, standardavvikelse:
Lat s.v. X vara hypergeometriskt fordelad, dvs. X ~ Hyp(N, m,n). Det giller:
EX)=n-
X)=n-p N p= % (andelen "roda/lyckade”)
-n
VX)=n-p-(1-p)-
K =n-p-A-p) 53
D(X) =4V(X)
www.matstat.org
26
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Hypergeometrisk fordelning
Approximation med binomialférdelningen:
% < 0.1 tumregel, drar inte mer dn 10% av alla
i m _m dl ,,..dlkdu
Hyp(N,m,n) - Bin (n,ﬁ) p = (andelen "réda/lyckade”)

tex. N=10000;n=10 - N-n _ 9990

N—-1 9999
=

V(X)=n-p-(1—p)-% ~n-p-(1—p) ..somfoérBin(n,p)

www.matstat.org
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Poisson-fordelningen
_— e e . >
tid
% = hindelse ("event”)

Férekomst och férutsattningar:

* Poisson-fordelningen beskriver sannolikheten att ett visst antal slumpmassiga
hédndelser intraffar i en bestdmd tids- eller ldngdintervall.

* Haéndelserna (events) maste intraffa helt slumpmassigt (i tid eller rum), dvs. om
en (eller flera) handelse(r) har intraffat, sa paverkar detta inte antalet handelser
som intraffar under ett senare intervall ("minnesldshet”)

Exempel for sddana hiandelser: .

a - sonderfall

+ forfragorna som kommer till en server (oberoende i tid?) f\:\

* olyckor pa E4:an (oberoende i tid/rum?) ~

* mejl man far (oberoende i tid?) ‘(‘%

* kunder som kommer till en kassa - \_ﬂ:

* radioaktivt sonderfall (oberoende i tid!!) < - By

www.matstat.org Wikipedia
28
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Poisson-fordelningen  x ~ Po(w)

Sannolikhetsfunktion: slumpvariabel X = antalet hdandelser i ett tids-/rumsintervall

k
px(k) = %€7ﬁ k=0,1,2,3,... ..dar u maste vara dimensionslds
anF ) o
px (k) = X e k=0,1,2.3,... ..ddrAhar dimensionen [1/s]
(A" .. _—
px (k) = € k=0,1,2,3,... ..dar2hardimensionen[1/m]

Véantevarde, varians, standardavvikelse:

EX) = p "genomsnitt” for tids/ldngd-intervallet
VX) = p
DX) = V&
www.matstat.org
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Sannolikhetsfunktion Poisson distribution, density Poisson distribution, density
mu=3 mu =5
X ~Po(u) g o | _
° p=3 5 u=>5
. w
Olika u: 5 -
E 2 o
o ~ 4 o
| | ‘ | D ‘ |
g I ooeeennnnnns g 1 | I Tovieenann
e T T T T T e T T T T T
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
K www.matstat.org k
Poisson distribution, density Poisson distribution, density
mu =10 mu =15
™ e |
° u=10 ° u=15
B g
3 g
g g .
3 N
R | : |
s |l ||||.. g | .....|||
e T T T T S o T T T T
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
Kk k
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Poisson-fordelningen x ~ pow)

Normering: slumpvariabel X = antalet handelser i ett visst tids-/rumsintervall

32

ZPX(“:ZE-P H=emh. E:r’_“ et :;
k=0 k=0 k=0
—
= eH (serieutveckling)
Vantevarde : Subst: m = k -1
o0 o0 ,!tk o ,lt .“,"-71 e
; _ _ M :
B(X)=Y kpx(k)=> k e = > o1
k=0 k=0 k=1
o m
=e Mopu '“'—e“-p-e’—,u.
m
m=0
——
= eH (serieutveckling)
www.matstat.org
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Poisson-fordelningen X~ Po(w

Fordelningsfunktion: slumpvariabel X = antalet hdndelser i ett visst

tids-/rumsintervall

Fx(a)=P(X <a) pr Z e !

tabell!
Additionsegenskap:
X Poli) OBS!: diff X—Y drejP
X+Y~Po(uy + usy) ifferensen ar ej Poisson-
Y ~ Po(uy) 127 fordelad!
e - #— X~ Poly)
A A A
= = See

Y ~Po(uy)
— A% X+ Y~Po(uy + itp)

www.matstat.org
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Tabell 5. Poissonférdelningen
P(X < z) dir X € Po(p).

. . . zlp 01 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
Fordelningsfunktion: St — e from 60853 B4R D055 AT 1057
1| 99532 .98248 .96306 .03845 90980 87810 .84420 80879 7728
Tabell: 2| 09985 99885 99640 09207 98561 07688 06586 95258 93714
3| 1.00000 99994 00073 00022 .00825 .09664 09425 99092 .08G54
X ~ Po() 4 1.00000 99998 00004 00083 09961 09921 99859 09766
5 1.00000 1.00000 .99999 99996 .99991 .09982 .09966
6 1.00000 1.00000 .99999 .99998 99996
7 1.00000 1.00000 1.00000
zlu 1.0 1.2 1.4 18 1.8 2.0 2.2 2.4 2.6
0| 36788 30110 .24660 20190 16530 13534 11080 00072 07427
1| 73576 66263 .59183 .52493 46284 40601 35457 30844 26738
2| 91970 87949 83350 .78336 .73062 67668 .62271 .56071 .51843
3| 98101 96623 .94627 .92119 89120 85712 .81035 77872 73600
4| 99634 99225 98575 .97632 .96350 .04735 02750 90413 87742
5| 99941 99850 99680 .99396 .0R962 .98344 .97509 .96433 05006
6| 99992 99975 00038 0066 09743 99547 .99254 08841 98283
7| 99999 99996 .99989 .99974 99944 99890 .99R02 09666 09467
8| 1.00000 1.00000 .99998 .99995 99980 99976 99953 00014 99851
9 1.00000 99999 99998 99995 00900 .09980 09962
10 1.00000 1.00000 99999 99998 99996 99991
1 1.00000 1.00000 .99999 99998
12 1.00000 1.00000
zlp 28 3.0 3.2 3.4 3.6 3.8 40 42 44
0l 0081 04979 04078 0322 092729 02929 01929 olzon olo0o
33
Poisson-fordelningen
Skalering:
px(k) = o LeTH 1 maste vara dimensionslos !
1
Ibland anges:

u=2A-t (omdethandlar om en processitiden) eller

u=A-1 (omdethandlar om en process i rummet)

med enheter: [1] =% resp. [1] = L

m

k
1.1 oAt

= px(k) = Xl

www.matstat.org
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Poisson-fordelningen

Exempel: inkommande e-post (Alm s. 89)
En student far i genomsnitt 1.5 e-brev per timme. Vi antar att antalet e-brev per
tidsintervall dr Poisson-fordelad. S.v. X: antal e-brev i tidsintervall.
1.5

X ~ Po(w) u=2A-t —

a) Sannolikheten att det inte kommer ndgot brev under en timme?:

1.5
t=1h u=/1-t=7-1h=1.5 k = 0 (inget brev)
1O
px(0) = o e™15 = ¢715 = 0.2231 R : dpois(0, 1.5)

b) Sannolikheten att studenten far mer an 3 e-brev under tva timmar?:

t=2h u=2A-t= 1—h5 2h =3 (vantevardet for 2 timmar!)

P(X>3)=1-P(X<3)=1-Fx(3) dirX ~Po(3) tabell
=1-0.6472 = 0.3528

R : ppois(3, 3) ger Fx(3) www.matstat.org

35

Poisson-fordelningen

Exempel: inkommande e-post (fortsattning)

En student far i genomsnitt 1.5 e-brev per timme. Vi antar att antalet e-brev per
tidsintervall dr Poisson-fordelad. S.v. X: antal emissioner i tidsintervall.

15

X ~ Po(w) u=21-t A W
c) Slh. att studenten far hogst tio e-brev under en arbetsdag pa 8 timmar?:

1.5
t=8h u=»21-t= W 8h =12 (vantevardet for 8 timmar!)

P(X < 10) = Fx(10) dar X ~ Po(12)  tabell
= 0.3472

R : ppois(10, 12) beriknar Fy(10)

www.matstat.org

36

2020-01-30

18



Poisson-fordelningen

Exempel: karnfysikaliskt forsok I (Blom s. 190, latt modifierad)

Ett radioaktivt Amne emitterar genomsnittligt 8 partiklar per sekund. Antalet
partiklar som emitteras per sekund kan anses som Poisson-férdelat.
Slumpvariabel X: antal emissioner per tidsenhet.

8

X ~ Po(uw) u=2A-t A=—
S

a) Sannolikhet att 7 partiklar emitteras under en viss sekund?:
8
t=1s u:l-t=;-1s=8 k = 7 (7 partiklar)

87 . 2097152

_ _ - .8 ___- . . -4 ~
PX=7)=px(7) = 7 e 5020 3.355:107* = 0.1395

eller:

P(X =7) = py(7) = Fx(7) — Fx(6) = 0.453 — 0.3134 = 0.1396 tabell

eller: R dpois(7,8) - 0.1395865

www.matstat.org
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Poisson-fordelningen

Exempel: karnfysikaliskt forsok I (fortsattning)

Ett radioaktivt &mne ...

X ~ Po(p) p=2A-t A=—
S

b) Sannolikhet att hogst 6 partiklar emitteras under en viss sekund?:

8
t=1s u=l-t=;-1s=8

P(X <6) =Fx(6) =0.3134

c) Sannolikhet att fler 4n 8 partiklar emitteras under en viss sekund?:

P(X>8)=1-—P(X<8)=1—Fg(8) dirX ~ Po(8) tabell
=1-0.5925 = 0.4075

P(6 <X <10) = P(5 < X < 10) = Fx(10) — Fx(5) dar X ~ Po(8) tabell
=0.8159 - 0.1912 = - N
R P = ppois(10,8) — ppois(5,8)

www.matstat.org

d) Sannolikhet att minst 6 och hégst 10 partiklar emitteras under en viss sekund?:

38
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Poisson-fordelningen
Exempel: karnfysikaliskt forsok II

Man vet att X ~ Po och har matt manga intervaller (sekunder), sa att man vet
att slh. att inte fa nagon signal under en sekund ar 0.07. Vilket ar det vanligast
forekommande antalet signaler? Slumpvariabel X: antal emissioner i en sekund.

X ~ Po(u) u =77 (viforsoker att berdkna u forst)
0
px(0) = 0.07 = %-e“‘ =e™* - —u=In(0.07) - pu=266

1
px(1) = % ce7H = 2667266 =(.186

. 2.667

py(2) = % =TT e 0= 0247 (= storstl
3 2.66°

pX(S) = % e H = T . 6_2‘66 =0.219

Svar: Det vanligast forekommande antalet emissioner ar 2 per sekund.

www.matstat.org
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Poisson-fordelningen
Vintetid (Inter-arrival time) for Poisson process: X ~ Po(1-t)

T = "inter-arrival time”
AL Kom ihag att handelserna sker

_,C ; slumpmadssigt (oberoende) i tid eller
= rum (T kan ocksa vara en langd)
event eveént Déarfor ar T en slumpvariabel.

Hur ar T fordelad?:

Sannolikheten att T 4r storre dn ndgon tid/langd t, alltsd P(T > t), &r lika
med sannolikheten att det inte blir ndgon handelse under t, alltsa lika
med py (0) pé intervallet ¢:

px (0 | t) = sannolikhet att det

= P(T>1)=px(0]0) blir 0 hindelser pé intervallet ¢t

www.matstat.org
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Poisson-fordelningen

Vintetid (Inter-arrival time) for Poisson process: X ~ Po(4-t)

T = "inter-arrival time”
A

r Y
> “x

px (0| t) = sannolikhet att det
blir 0 handelser pa intervallet t

= P(T>t)=px(0]0)

-tk
k!

px(k) = -e~%t  slh. att det blir k handelser ("events”) p4 intervallet t

PT>)=px(0)=e?" = pT<t)=1-—et

Detta ar fordelningsfunktionen for

— At
= Frt)=1-e den exponentiella fordelningen.

Svar: Vintetiden T &dr exponentiellt fordelad (se foreldsning F5).

www.matstat.org
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Geometrisk fordelning

Man upprepar ett forsék som "lyckas” med sannolikhet p. Man fortsatter sa
lange tills man lyckas for férsta gangen.
Slumpvariabel X: antal forsok tills man lyckas for forsta gangen.

Exempel: Man kastar ett mynt sa liange tills man far krona. Vad ar
sannolikheten att man maste kasta 1 gang, 2 ganger, 3 ginger, ... Osv.

Sannolikhetsfunktion:
PX =1k)=py(k) =1 -p)k Tt p

Utfallsrum: misslyckas (k — 1) ganger
Oy =1{1,2,3,4,....}

Kodbeteckning: X ~ Ge(p)

0BS: X defineras ibland som antalet misslyckade férsok innan den "lyckade” intraffar!

www.matstat.org

v lyckas en gang, i forsok nummer k

= py(k)=0Q-p)k-p k=0,1,2,.. seWikipedia"Geometric distribution”
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Geometrisk fordelning  x ~ Gep)

Véantevirde:
o0
B(X) = Z" px (k ZA (1-p) " p=p-3 k-(1-p)f"
k=1
substitution:q =1 —p
BX)=(1-q)) k¢ '=0-q) kd"'=01-0) 4"
k=1 k=0 =0 4
1 -1
qf ¢ =0-q—(—)=0-9q) (-1
) Z d (1—) TR
1 71
T 1—-q p
E(X) =~ ar p liten behover man i snitt ett storre antal
- forsok for att lyckas for forsta gdngen

www.matstat.org

43
Geometrisk fordelning X ~Ge()
Varians:
V(X) = 1 _zp p mindre — stdrre varians
Standardavvikelse:
D(X) =V(X)
se ocksa appendixet
Fordelningsfunktion:
P(X > k) = slh. att misslyckas bland de k forsta férsoken = (1 — p)*
Fx(k)=P(X<k)=1-PX>k)=1-(1-pk=1-q*
W_J
q = 1 —p (definition)
Fy(k) =1—g*
www.matstat.org
44
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Geometrisk fordelning

Exempel: tarningskast

Vad ar sannolikheten att forsta femman kommer i det fjarde kastet?:

Slumpvariabel X: antal kast tills femman kommer X ~ Ge(p)

p=g¢ sannolikhet att lyckas = sannolikhet att kasta en femma

5\° 1
P(X=4)=Px(4)=(1—p)3'10=<g> "5 =009
W_/

misslyckas 3 ggr.

www.matstat.org
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Appendix

Diskreta fordelningar

Uwe Menzel, 2018
uwe.menzel@matstat.org
www.matstat.org
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Geometrisk fordelning

P(X > k) = slh. att misslyckas bland de k forsta forsoken = (1 — p)*

PX>k)=01-p*-p

—n)k. — .
+(A-p)*-A-p)-p ... allt som kan handa efter k

+A-pF-A-p)?-p misslyckade férsok
+A-pk-1-p)*-p
+ .. q = 1 —p (definition)

=1-pk-p+A-p-p+A-p?p+A-p)2-p+ .]
=1-prfp-N+g+q*>+¢ +q*+ ...] geometrisk serie
=(1—p)k~p.fq=(1—p)k.p-;= (1-p)*¥ som forut

www.matstat.org

47
Binomialfordelning; Normering
(z+y)" = (:) ak o ynk Binomialteorem
k=0 N
satter: X=p
y=1-p
1= (:)p"' (1 p)n_k
k=0
www.matstat.org
48

2020-01-30

24



