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Vantevardet

* X :diskret eller kontinuerlig slumpvariabel (slumpvariabel)
« px(k) : sannolikhetsfunktion; fy(x) : tithetsfunktion

Véntevarde: viktat medelvarde, dar varje utfall viktas med sin respektive
sannolikhet.

Exempel : diskret slumpvariabel X

k 1 2 3 OBS!: det aritmetiska
1 1 1 medelvardet ar:
px(k) 14+2+3
/ 6 / 3 / 2 M=———"=2

3

Vantevarde: E(X) “Expectation”

EX) =1 1+2 1+3 1—1+4+9—14—21
T 6 3 26 6 6 6 3
A\ i -

vikter. adderas till 1 * utfall som ar mest sannolika far storst vikt
’ * mindre sannolika utfall fir mindre vikt.
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Vantevarden, definition

* X :diskret eller kontinuerlig slumpvariabel (s.v.)

* px(k) : sannolikhetsfunktion; fx(x) : tithetsfunktion

Diskreta slumpvariabler:

keQ

Kontinuerliga slumpvariabler:

+00

EX) = f x - fy(x) dx

— 00

Véntevarden betecknas ofta med u, dvs. u = E(X)

www.matstat.org

_ ) * varje summand = utfall * dess sannolikhet
EX) = Z fe- px (k) * summeras o6ver alla k fran Q

* integral istéllet for summa

Vantevarden for en funktion av en

slumpvariabel

Funktioner av slumpvariabler: X2;2-X; X3; e

E(X) = . d
) fx fx () dx My(t) = E(e®) ”moment-generating function”

E(X?) = fxz < (o) dx EOX™) = [anx]
an |

E(eX) = f e* - fy(x) dx

Allméant:

X.

n:e moment

= n:e derivering fort = 0

kontinuerlig

~

samma funktion

diskret

ElgX)] =] g(x) - fx(x) dx Elg()] = Zg(k) - px (k)
%

Y~

samma funktion
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Vantevarden for funktioner av
slumpvariabler

Exempel parkeringsavgift: anta att parkeringstiden ar en slumpvariabel X som
ar likformigt fordelad pé intervallet (0,1) : ... man skriver ocksd X ~ U(0, 1)
(U fran "uniform”)

Tathetsfunktionen ar alltsa:

(1 0<X<1
fx () _{ 0 annars }

7 fx()

X ~U(0,1)

* likformigt fordelad pa (0,1)
« X~U(0,1)

00 02 04 06 08 10 12

Viantevarde: L

" 1
EX) = fx Cfx(x) dx = fx -1ldx = [7] =3 " medelparkeringstid
0 (U—

www.matstat.org

Vantevarden for funktioner av
slumpvariabler

Exempel, fortsdttning : anta att parkeringsavgiften bestar av 10 kr engangsavgift
plus 2 kr/timme. Parkeringsavgiften ar alltsd en slumpvariabel (V).

(Y ar en funktion av en slumpvariabel, och darfor

Detgiller Y =10+ 2-X ocks4 en slumpvariabel)

Kom ihdg:  fi(x) _{ 1 0<X<1 } tathetsfunktion for
omrhag: - Jx “lo annars parkeringstiden

Vintevirdet for parkeringsavgiften:

+00 1
E(Y)=E(10+2-X) = f(10+2-X) 'fx(x)dx=J(10+2-X)-1dx
S~ -0 S~—— 0
g9(x) 9 =104y + [x2] =10+ 1 = 11

(det ar 10 kr for engangsavgiften och 1 krona for den "férviantade”
parkerings- tiden % timme!)
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Variansen

* X :diskret eller kontinuerlig slumpvariabel (s.v.)
* px(k) : sannolikhetsfunktion; fx(x) : tithetsfunktion

Variansen beskriver spridningen av en slumpvariabel. Beteckning: V' (X)

Definition: | V(X) = E[(X — u)?] | daru =E)

Ofta anvinds beteckningen a2 elller 6% for V(X)
Vivetatt: E[g(X)] = fg(x) fx(x) dx  satter g(x) = (x — p)?

respektive: E[g(k)] = Z g(k) - px (k) satter g(k) = (k — p)?
[

kontinuerlig slumpvariabel diskret slumpvariabel

+0oo
= v = f(x—M)Z-fx(x)dx V(X)Zz(k_ﬂ)z'Px(k)

k
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Varians, illustration

(for diskreta slumpvariabler)

14

013

W_/

kvadrerat avstand fran medelvardet o

VOO =D k=0 pe) |
k

T 1
1 2 3 4 5 6 7

W_/
k—u

010 011 0
1 1 1
— =

‘ T
8

Utfallen som ligger langt bort fran vintevardet u och som samtidigt har en
stor sannolikhet py (k) bidrar mycket till variansen, dvs. stora stolpar langt
bort fran vantevardet u orsakar stor varians.
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Varians, alternativa uttryck

V(x) = f (= )2 i) dx = f (2 + 2 — 200) - o) dx

=fx2-fx(x) dx + 2 l fe@) dx—2u-fx-fx(x) dx
H/_/

=1 = E(X) = u
=EX?)+u?—-2-py?>=E(X?) —u® dettair ofta littare att rikna

alltsa:
+ 00

E(X?) = f x2 -« fx(x) dx  om X kontinuerlig

— 00

V(X) = EX?) —u?

E(X?) = Z k2 py(k)  om X diskret
k

www.matstat.org
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Berakning av variansen

Exempel : diskret slumpvariabel med fdéljande sannolikhetsfunktion:

k 1 2 3 4 Berik . v !
erakna variansen '
px(k) 1/8 2/8 4/8 1/8
1 2 4 1 21 212
- —1.2492.213.2 o= 2 _ %%
u=EX)=1 8+2 8+3 8+4 5= 8 w=—
\/_/
ke - py (k)

1 2 4 1
2y —12._ 2, - 2, _ 2, —
E(X) =12 5422 5432 o442 o=

k? - px (k)
V(X) = 61_21%_61-8-21% 0.73 V(X) for tarning ??
8 64 64 - o
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Standardavvikelsen

DX) =V(X) D(X) = 0 positiva roten valjs

Betecknas ocksa med ¢ eller g, alltsa o, = D(X)

Standardavvikelsen D(X) har samma enhet (meter, sekund, ...) som

slumpvariabeln X.
Variationskoefficient
D(X) * spridning i relation till vintevardet (om vantevardet
R(X) = 20 ar stort kan eventuellt en storre spriding accepteras).
*x) * dimensionslos

* angesoftai %

www.matstat.org
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Medianen
"mellersta vardet” i en empirisk punktmangd, en tathetsfunktion, ...

a) diskreta slumpvariabler

ojamt antal varden

|
o S o o 3

jamt antal varden

e o o——05 o O
b) kontinuerliga slumpvariabler -
Medianen delar tathetsfunktionen i tva
delar med samma area under kurvan. o |
Darfor galler for fordelningsfunktionen: B
Fx(xOls) =0.5
S T . T T T
X0.5 = beteckning for medianen 00 05 10 15

www.matstat.org
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Medianen

o Medianen ar inte detsamma som vantevardet!
o Medianen och vantevardet sammanfaller bara om férdelningen ar
symmetrisk!

Exempel: F(y) =y? for 0<X <1 ; 0 annars

Berdakna medianen!:
FX(x0_5) = 0.5 Xo5 = median
1

2 1 —
:> Xg5 = E Xo5 = E

www.matstat.org
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Exempel ;
T A®
Slumpvariabel X med 2
tathetsfunktion -
(2-x 0<x<1
fx(x) = { 0 annars } s
x
Vintevirde: 0o 08 0 5
+o0 1 1 1
x3 2
EX) = f x‘fx(x)dx=fx~2~xdx= 2~x2dx=2~[?] =3
—o0 0 0 0 ——
Varians:
+o0 1 1 1
x* 1
E(X?) = f xz'fx(x)dx=fx2-2-xdx=2-fx3dx=2-[7] =5
—oo 0 0 0
1 4 9 8 1
= Y == =
V) =EX) -1 =551 18" 18
www.matstat.org
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Exempel, forts.

2-x 0<x<1 }
0 annars

x x -
Fx(x) = ffx(t)dt=f2-tdt=2-[%] =;2
- 0 0

Tathetsfunktion fy(x) = {

Fordelningsfunktion

0 x<0 o | Fx®
Fx(x) = x2 0<x <1
1 x>1 i
o x
Median -05 0.0 05 1.0 15
Fx(xo_s) =05 = xg_s =05 = Xo5 = V0.5
www.matstat.org
15
Kvantiler
Xo = beteckning for a-kvantil 0<a <1
fx(x) Kvantiler delar empiriska data och
S fordelnings- eller tathetsfunktioner i mindre
enheter. Lattast att komma ihdg: Kvantilen x,
S area a ligger sa att arean under tathetsfunktionen
héger om x, ar just a.

OBS!: Det finns en alternativ definition, i synnerheti
engelsk literatur! Enligt den definitionen ligger x, sa

T att arean under tathetsfunktionen vénster om x,, ar
just a. I forelasningen anvands dock den forstnamda
Xa definitionen!

Om arean till héger om kvantilen dr a, s maste arean till vanstervaral — a
(axiom 2). Med hjalp av definitionen for fordelningsfunktionen foljer:

F -1 Kvantiler beraknas vanligtvis med denna formel (om det
X(xa’) =l-a ar mojligt att 16sa denna ekvation for att ta fram x,).

www.matstat.org
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Exempel: Berdkning av kvantilen xg o5

Lat X vara en slumpvariabel med Fo() = { 2.e72% x>0 }
foéljande tathetsfunktion: X 0 x<0

1. Fordelningsfunktion:
e—2t1¥

X X
Fy(x) = ffx(t) dt = f 2.e2tdt=2. [_] =[e7?9=1—-e¢"2%* forx >0,

-2 annars 0

2. Berdkningav kvantilenxg o5  Fy(x,) =1—a meda = 0.05

1 — e 2%%005s =1 —0.05 = 0.95 i fx(0)

e~%%00s = .05
area = 0.05
-2 - X0.05 = In 005

1
XO'05——E']n0.0521=.5 g,‘ : : / ‘
00 05 10 15 20
X0.05
www.matstat.org
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Kvartiler
Kvartiler delar tathetsfunktioner i 4 lika stora delar.
< Sammanhang med
g kvantilerna:
1:a kvartil = x4 75
2:a kvartil = x4 5 (median)
- _| 1 1
25% 125% 25% 25% 3:e kvartil = xg 25

1:a kvartil 3:e kvartil
2:a kvartil

o 2:akvartilen dr samtidigt medianen (for symmetriska tathetsfunktioner ar det
samtidigt vantevardet).

o Avstdndet mellan 1:a och 3:e kvartil kallas ocksa IQR ("Inter-Quartile Range”).
Detta kan ocksa anviandas som ett (grovt) matt for spridningen av ett stickprov.

www.matstat.org
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Linjartransformation av
slumpvariabler

X, Y: slumpvariabler
a, b: reella tal

a) specielltfall:a = 1

Y=a-X+b linjartransformation

Y=X+b b konstant

TR x -
o Jx =X+ * vantevardet forskjuts med b
¢ variansen oférandrad
= tarning: Qy ={1,2,3,4,5, 6}
o | S Q42 =1{3,4,5,6,7,8}
> o 6
EX) E(Y)

www.matstat.org
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Linjartransformation av
slumpvariabler
X,¥: slumpvariabler Y=a-X+b linjartransformation
a, b: reella tal
a konstant = skalering,
b) specielltfal: b =0 Y =a-X ombyte av enhet ,t.ex. m — cm
pa x-axeln
@ x Y=a-X o vantevirdet férskjuts
° o variansen férandras
e tdrning:
S Qx =1{1,2,3,4,5,6}
S 1 . % Qs.x = {5,10,15,20,25,30}
2 0 2 4 6 8
EX) E®Y)
www.matstat.org
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Rakneregler for linjartransformation av
slumpvariabler

E(a-X+b)=a-EX)+b Y =a-:-X+b linjartransformation

V(a-X+b)=a* V(X) ~_

L en férskjutning med b paverkar
inte variansen

D(a-X+b) =lal-DX)

Bevis (for kontinuerliga slumpvariabler):

E(a~X+b):f(a-x+b)-fX(x)dx=a'fx'fx(x)dx+b'ffx(x)dx

H/_/ H_/
=a-EX+b - E(X) =1

V(a-X+b)=f[(a-x+b)—(a-y+b)]2-fX(x)dx=a2-f(x—y)2-fx(x)dx
W—/

V) E(a-X+Db)

www.matstat.org
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Standardiserade slumpvariabler
X :slumpvariabel Lit E(X) =pu (vintevirde)
V(X) = 02 (varians)
D(X) =0 (standardavvikelse)
Lat oss definiera en ny slumpvariabel genom linjartransformation:
(subtrahera vantevardet p fran X och dela med standardavvikelsen o )
X —
Y= o
o
R
detta ar en linjartransformation: s G
~ N
a b
www.matstat.org
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Standardiserade slumpvariabler

Vantevarde och Yy =
standardavvikelse for Y blir: @ o

E(y)=E<u>=E(LX _ &)ZLE(X)_&:O
o o o g =

wn:v(u):r/(l-x - E):%-1/()():1
g g (2 =

L&t X vara en slumpvariabel med E(X) = u och D(X) = 0. Den
standardiserade slumpvariabeln Y = % har vantevardet 0 och

standardavvikelsen 1.

OBS!: Detta sdger dock ingenting om fordelningen for Y.
Slumpvariabeln Y har i storsta allmdnhet inte samma férdelning

som X.
www.matstat.org
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