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Diskreta och kontinuerliga slumpvariabler

Slumpvariabel (s.v.):
+ variabel som antar slumpmassiga varden, beskriver ett slumpfoérsok

* stora bokstaver: X, Y, L osv.
* obestamt fore slumpforsoket

Observation (fér en slumpvariabel):

* resultat (realisation) av ett slumpforsok
* sma bokstaver: k, x, [ osv.

Diskret slumpvariabel:

* kan endast anta ett andligt (eller upprakneligt odndligt) antal virden

» Ogontalet vid tirningskast; antal kast innan man far samma 6gontal tva
ganger i rad; antal kunder i en ko; antalet anvandare kopplade till en
server; antalet bilolyckor per ar i Sverige osv.

Kontinuerlig slumpvariabel:

* inte diskret!

* antar reella varden ("oandligt titt”: mellan tva godtyckliga reella viarden finns
oandligt manga reella tal)

* livslangd av en glédlampa; vikt; vindhastighet; elektrisk spanning;
koncentration av en kemikalie; ...
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Diskreta slumpvariabler

Diskret slumpvariabel:

» kan endast anta ett dndligt (eller uppréakneligt odndligt) antal virden
+ Ogontalet vid tarningskast; antal kast innan man far samma 6gontal tva ganger i
rad; antal kunder i en ko; antalet anvidndare kopplade till en server; antalet
px (k)

bilolyckor per ar i Sverige osv.
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Sannolikhetsfunktion

* X :diskret slumpvariabel
* k:realisation (observation)

Beteckning for sannolikheten att slumpvariablen X antar vardet k :

P(X = k) = px(k)

Sannolikhetsfunktion: P(X = k) for varje k fran Qy

Exempel: tirning slumpvariabel X : dgontalet for ett kast

1
PX=4)=py@) =¢

www.matstat.org
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Sannolikhetsfunktion

... kan beskrivas pa tre satt:

Exempel: tirning: Qy = {1, 2,3, 4,5, 6}

1. tabell: k 1 2 3 4 5 6

px (k) 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

2. formel: px(k) = 1/6 k=1,2,..,6

Diskret likformig fordelning

3. stolpdiagram o (taming
www.matstat.org N |
Egenskaper hos sannolikhetsfunktionen
0<pxlk)<1 forallak (foljer frn axiom 1)

Z px(k) =1 axiom2 P(Q) =1
alla k

P(4) = Z px(k)  axiom 3 (utfall for olika k maste vara oforenliga)
kea

summeras over alla utfall som ingdr i handelse A

Exempel : tirning A={2,4,6} jamnttal

3
P = D px(k) = px(2) +px(8) +px(6) = ¢
k=2,4,6

www.matstat.org
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Egenskaper hos sannolikhetsfunktionen

Exempel : tva tdrningar ~ slumpvariabel Z = 6gonsumma Q, = {2,3,...,12}

k 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
pz(k) /36 | /36 /36 /36 /36 /36 /36 /36 /36 /36 | /36
123456
1@ &5 6_7
kom ihdg hur tabellen skapades \,i ‘53 22 ? ; g
(forelasning F1) 4/56,778 910
506,778 9 10 11
6|7 8 9 101142

. Har vi gjort detta pa ratt satt ?:

o<p o<1
12

| | Yrt=1

P{summa)
004 006 008 010 012 014 018

k=2

Egenskaper hos sannolikhetsfunktionen
Fortsittning, exempel : tva tarningar

hdndelse A : summan av 6gontalet dr ett jamnt tal

P(A) = ) 1K) = (D) + (8 + . p,(12) =
K€EA

N

handelse B : summan av 6gontalet < 4

1 2 3 1
P(B) =P(Z <4) =pz(2) +pz(3) + pz(4) =3¢736 36 ¢
1 2 3 4 5 6
G
1[QQ@ & 5 6 7
2/@@5 6 778
3|5 6,789
415 6/7 8 9 10
516 78 9 1011
6|7 8 9 10 11 (12 www.matstat.org
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Egenskaper hos sannolikhetsfunktionen

Exempel 1, diskret sannolikhetsfunktion

k 1 2 3 4 0=1{1,273,4}
px(k) | 0.2 0.3 0.4 ? = px(4) =0.1 axiom2

Diskret fordelning

P(X<1)=pg(1) =02

0.

P(X > 1) =px(2) +px(3) +px(4) =08

P(1<X <3)=px(2)+px(3)=0.7
/

OBS!: Ettan dr inte inkluderad! For

diskreta slumpvariabel ar det mycket 5

viktigt att skiljamellan "<” och "<”

03

P(X=K)
02

P(1<X<3)
www.matstat.org
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Egenskaper hos sannolikhetsfunktionen
Exempel 2, diskret sannolikhetsfunktion
k 1 2 3 4 0 ={1,2,3,4}
px (k) 0.2c 0.3-c 0.4-c 0.5-c c=7?
N 10 5
k)=14-c=1 =—== i
Z px (k) c = ik (axiom 2)
k=1
Sammanfattning:
» Sannolikhetsfunktionen anger sannolikheten for varje utfall av en diskret
slumpvariabel
* kan representeras med formel, tabell, stolpdiagram
www.matstat.org
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Fordelningsfunktionen for diskreta slumpvariabler

Definition fordelningsfunktion: * X : slumpvariabel
* a:reellttal

Fx(a) =P(X < a) tecknet "<” ar viktigt: "lika med eller mindre dna” !

Fordelningsfunktionen kan berdknas med hjalp av sannolikhetsfunktionen:

Sannolikhetsfunktion

Fr(@) = P < @) = ) pe(R)

k<a

020
I

0.15
I

o Man summerar 6ver alla py (k) vars
argument k ar lika med eller mindre dn
det reella taleta

o (OBS: a maste alltsa inte tillhora

P(X=k)

010
I

005
I

utfallsrummet Q )
o fordelningsfunktionen ar en kumulativ
summa.

———a

summera 6ver dessa py (k)

www.matstat.org
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Fordelningsfunktionen for diskreta slumpvariabler
Exempel : utfall k 1 2 3 4 5 6
tarning
fo Slh.funktion |py(k) 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
e
e Férdelningsfkt. | Fy (k) 1/6 2/6 3/6 4/6 5/6 1
Fordelningsfunktionen (CDF) ar alltsd en kontinuerlig funktion,
definerad for reella tal. (Tabellen ovan visar den bara fér ndgra utvalda tal.)
- Fx(o?)) =0
Fx(r)
b X hégerkontinuerlig:
g Fx() =P <1 =1/,
; | «— okar med px(3) Fy(4.5) = 2/3
© | <— okar med px(2) Fx(1000) =1
Fx ar 1 for alla tal som &r storre dn
\ \ \ . w w w det storsta utfallet
0 1 2 3 4 5 6 T
12
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Fordelningsfunktion, egenskaper

0<Fe(t) <1 Fx(®arjusjilvensih: Fy(a) = P(X < a) ; mdste vara
mellan 0 och 1 (axiom 1)

lim Fy(t) =0 "Fy(—=0) = P(X < —)”: 4r noll "vinster om” det minsta
to—o vardet av utfallsrummet

t1—i>IP00 Fx(t) =1  alla utfall maste vil vara mindre &n oo

t, >t > Fy(ty) = Fy(ty) F vaxer monotont (icke_a_vtagande).
Det adderas ju bara positiva tal.

Berikning av sannolikhetsfunktionen med hjalp av férdelningsfunktionen
(t. ex. tdrning):

Fy(3) = px(1) + px(2) + px(3)

~ /)

—
Fx(4) = Fx (3) + px(4)

= px(4) = Fx(4) — Fx(3)

Fy (k) 6kar med py(k), se bild ovan

px (k) = Fx(k) — Fx(k—1) | Fy ar ofta tabellerad — mojlighet att
berikna py (k)

13
Fordeningsfunktionen och sannolikhet for
handelser
X: diskret slumpvariabel ; Fy : dess fordelningsfunktion ﬁ?a}fégititcilf;:;tkorrekt!
/N
P(a <X <b) = Fy(b) — Fx(a) | alltsdi P(a<X<b)=P(X<b)—PX<a)
“ | px(k) © | px(k)
g 1, ‘ ‘ 1 g 11 a b ‘ 1
a b \/-/
— P(X < a)
a<X<b
P(X <b)
www.matstat.org
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Fordeningsfunktionen och Komplementsatsen

PX>a)=1-PX <a) P(X >a)=1-Fx(a)

0.140

px (k)

0130

0.120

0.110
|

R/_/lw_/

P(X <a) P(X >a)

www.matstat.org
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Kontinuerliga slumpvariabler

Kontinuerliga slumpvariabel:

inte diskreta !

« utfall = reella virden ("som &r oindligt tita”: mellan tva godtyckliga reella tal finns
oandligt manga reella tal)

» livsldngd av en glodlampa; vikt; vindhastighet; elektrisk spanning;
koncentration av en kemikalie; ...

<
=1

T T T T T T T www.matstat.org
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Tathetsfunktion for kontinuerliga

slumpvariabler

En kontinuerlig slumpvariabel X kan beskrivas med hjilp av en

tathetsfunktion fy(x)

* X :kontinuerlig slumpvariabel

¢ Xx:argument

S Sannolikheten att slumpvariablen
fx(x) X hamnar mellan de reella virden
= a och b ar lika med arean under
tathetsfunktionen mellan a och b:
S b
| P(a<XSb)=ij(x)dx
- a
=3 ‘ = sannolikhet att X ligger i
a intervallet (a, b)
www.matstat.org
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Tathetsfunktion
o Arean under en tathetsfunktion maste
varal (axiom2:P(Q) =1)
3 -
o f fx()dx =1 normering
_ —00
- detta ar ju slh.:en att X hamnar mellan -co
e 1y : : T : : och 400, ndgot som med sékerhet méste
0 1 2 3 5 6 intraffa.
Anmarkningar:
*  Om utfallsrummet Q dr begrinsat till ett visst interval (u, v) s& kan
integralgranserna i formeln ovan ersittas med dessa varden.
* En tathetsfunktion kan bara ange sannolikheten att slumpvariabeln X hamnar
mellan tvd varden, ett enskilt varde har sannolikheten noll !
M inte definerad for kontinuerliga slumpvariabler!
www.matstat.org
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Tathetsfunktion

Kom ihdg: en sannolikhetsfunktion for en diskret slumpvariabel maste
uppfylla kravet 0 < py (k) < 1

I motsats till sannolikhetsfunktionen kan en tathetsfunktion anta varden
som ar storre an 1, sd lange arean under hela kurvan ar 1.

Exempel: Likformig kontinuerlig fordelning pd intervallet (1, 1.5)

e fX(x) . Ny
- f fx(x) dx = f 2 dx = [2x]15 =
— J 1
] (mycket) enklare:2-0.5 =1

0‘5 “‘0 175 2‘0

www.matstat.org

L
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Fordelningsfunktionen for kontinuerliga
slumpvariabler
X: kontinuerlig slumpvariabel ; Fy: dess fordelningsfunktion
A fx(x)
Fx(a) =P(X <a) = ffx(x)dx S A
—o0
En ny funktion defineras for varje varde -
pa a: funktionsviardet = arean under <
tathetsfunktionen "vanster” om a. /
0 / a o+ s 6
Fx(a) ar den bld markerade arean
www.matstat.org
20
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03

02

0.1

00

Sammanhanget mellan tathetsfunktionen och
fordelningsfunktionen

Fy(a)=PX <a) = ffx(x)dx

tathetsfunktion

fordelningsfunktion
fx(x) B Fy(x)
| = | Fy(a) =03
- area#= 0.3 o
0 1 2 3 4 5 6
0 1 a 4 5 6 a

www.matstat.org
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Egenskaper hos fordelningsfunktionen
X: kontinuerlig slumpvariabel; Fy : dess fordelningsfunktion
lim Fy(a) =0 "Fy(—) = P(X < —)” (OBS!: denna notation ar inte korrekt)
a——oo
lim Fy(a) =1 "Fx(®) = P(X < )" (OBS!: denna notation ar inte korrekt)
a—+oo
Fordelningsfunktionen dr monotont viaxande (icke avtagande).
2 — 1
- Fx(x)
= Monotoni:
S omaq < a,
3 \ maste P(X < a;) < P(X < ay)
vaxande
S alltsd Fy(a;) < Fx(ay)
00— . . T . T T www.matstat.org
0 1 2 3 4 5 6
22
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Berakning av sannolikheter med hjalp av
fordelningsfunktionen
X: kontinuerlig slumpvariabel; Fy : dess fordelningsfunktion

Kom ihdg: sannolikheten att slumpvariabeln X hamnar mellan de reella
varden a och b ar lika med arean under tathetsfunktionen mellan a och b:

. b
X
fx (&) Pla<X<b)= ffx(x) dx = Fy(b) — Fy(a)
7 a
| P(a < X < b) = Fx(b) — Fx(a)
| P(a< X <|b)
. b
S~ OBS!: att skilja mellan "<” och <" i formeln for
Fy(a) kontinuerliga slumpvariabler ar inte viktigt
Fx (D) www.matstat.org
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Berdakning av sannolikheter med hjalp av
fordelningsfunktionen
. p—2X
Exempel: fx(x) = { 2 Oe x=0 } exponentialférdelning
x<0
S fx(x) exponentialfordelning
i P(0.25 < X <0.5)
- P(1 <X <1.25)
el T T T T I
0 1 2 3 4
www.matstat.org
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Berakning av sannolikheter med hjalp av
fordelningsfunktionen

A 2:e7¥ x>0
Exempel, fortsittning : ={ = }
xempel , fortsattning fx(x) 0 <0
400
a) Kolla normeringen: f fxG)dx=1 77
—o0
+o0o 400

+o00

f fx()dx = f 2-e7 ¥ dx = [2 -iz-e‘zx]o = [e~2¥]0, =
o 3

1

www.matstat.org
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Berakning av sannolikheter med hjalp av
fordelningsfunktionen

L —2x
Exempel , fortsittning: fx () ={ 2 Oe ii 8 }

b) Berikna fbrdelningsfunktion

Fe(a) = f feGOdx = f 2072 dx = [e~2]¢ = [e"2¥]0 = 1 — e~20
J 1™

—00

o2 4>
R ={' 7 220

www.matstat.org
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Berdakning av sannolikheter med hjalp av
fordelningsfunktionen

Exempel, fortsattning:

_{2-e x>0 F xz{l—e‘z" xZO}
f"(x)_{ 0 x<0} x(%) 0 x<0
fx () Fx(x) 1
@ R narmar sig asymptotiskt till 1
© lim Fy(a) =1
o 7 a—+oo
° T T T T T T N

www.matstat.org
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Berakning av sannolikheter med hjalp av
fordelningsfunktionen
. _(1—e% xZO}

Exempel , fortsittning: Fy(x) { 0 <0
o fx(x) exponentialfordelning P(0.25 < X < 0.5) = Fy(0.5) — Fy(0.25)

15

1.0

05

00

=(1-eH-(1-e95)
P(0.25 < X <0.5) =e 05 —¢"1=0.239

P(1 < X < 1.25) = Fy(1.25) — Fx(1)

=(1-e2%-(1-e73)
=e 2 _—¢725=0.053

P(1 <X <1.25)

www.matstat.org
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Sammanhanget mellan tathetsfunktionen och
fordelningsfunktionen

a
3}
Fx(a) = J-fx(x)dx deriveringa

—00

— derivering av parameterintegral - Leibnizregel:

5 o(a)

9 oo | 160 dx = hlo(@1 - 6(@) - Hlu(@)] - i@
%Fx(a) = fX(a) da u(a)

(om h(x) inte explicit beror pa a)

Exempel exponentialférdelning, fortsattning:

Fy(a) =1—e72% fora>0

0 0
@ =5-Fr@ =5-(1=e?D =2-¢2 / (a>0)

www.matstat.org
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Berakning av sannolikheter for diskreta och
kontinuerliga slumpvariabler
Diskreta slumpvariabler Kontinuerliga slumpvariabler
P(a < X £b) = Fx(b) — Fx(a) Pla<X<b) =P(aSX/S b)=Pla<X<b)
\
mycket viktig! spelar ingen roll
© | px(k) .
§ 1 ‘ ‘ 1 e
a b . b
R/_/ S~
a<X<bhb Fy(a)
www.matstat.org Fy(b)
30
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Berakning av sannolikheter for kontinuerliga
slumpvariabler

cry 0<y<l1

} ¢ = konstant
0 annars

Exempel: tithetsfunktion fry) = {

a) Bestdm konstanten ¢

1
1

+0oo 1
1
1= ffy(}’)dy=fc'ydy=c'[z-y2] =c3 —= =2
— 0 0

b) Rita upp tathetsfunktionen fr&»)
(2-y 0<y<1 o
fr») = { 0 annars }
www.matstat.org 00 o5 o s 20
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Berdkning av sannolikheter for kontinuerliga
slumpvariabler
e . _(2y 0<y<1
¢) Hitta férdelningsfunktionen fry) = { 0 anmars }
t t 1 t
Fy(t) = ffy(y)dy=f2-ydy=2-[§-y2] =t2 for0<t<1
—0o0 0 0
Fy(t) =0 fort <0 (sebild ovan)
F® =1 fort>1 ; | F@®
— ©
0 t<0 °
Fy(t)={t2 O<t31} S
1 t>1 o
0‘5 O‘O OfS 1‘0 1‘5
www.matstat.org
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Jamforelse av diskreta och kontinuerliga
slumpvariabler

Diskret slumpvariabel

Kontinuerlig slumpvariabel

sannolikhetsfunktion

tathetsfunktion

P(X =k)=px (k)

slh. ar noll for ett enskilt reellt viarde

0<px(k)<1

£ {x) kan bli stérre an 1

> px (k) =1

keQ

+oc
fx(@)der=1

—o0

P(A) =Y px(k)

keA

b
P(a<X§b):f Ix (z)dx

www.matstat.org
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Jamforelse av diskreta och kontinuerliga s.v.

Diskret slumpvariabel

Kontinuerlig slumpvariabel

fordelningsfunktion

fordelningsfunktion

Fx (a) = P(X < a)

Fx (a)=P(X <a)

Fx (a) = px (k)

k<a

Fx(a)= j_a fx (x)dzx

Pla< X <b)=Fx(b)— Fx (a)

Pla< X <b)=Fyx(b)— Fx (a)

px (k) = Fx (k) = Fx (k= 1)

P(X >a)=1-Fx (a)

P(X >a)=1-Fx (a)

Fx (x) monotont vixande fran 0 till 1

Fx () monotont vixande fran 0 till 1

www.matstat.org
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