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Goodness-of-fit Test
(Anpassningstest)

o testar om en statistisk modell kan stimma, dvs. om modellen 6verens-
stdimmer med observerade data (stickprov) eller inte
o foljer observationerna en formodad férdelning?

Modell: rittvis tirning, dvs.p; = /¢ i =1..6 =

\
Stickprov: n = 120 kast % %
ogontalet 1 2 3 4 5 6

E;: forvantade

P 20| 20 | 20 | 20 | 20 | 20 Ej=p;'n

Oi:observerade | 51 | 46 | 28 | 24 | 19 | 12 20i=120

frekvenser
en restriktion
Med denna observation i handen:

o kan vi fortfarande tro att modellen (rattvis tirning) stimmer?
o .. eller maste denna (noll-)hypotes forkastas?
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Goodness-of-fit Test

R ) i - observerade varden (stickprov
(0 Ez)2 0; : ob d d kp
B E; : forvantade varden (modell)

' k: antalet grupper (k = 6 for tirning)

k
Testvariabel: x’2 = Z
i=1

o Om nollhypotesen stimmer och observationerna ar ungefar lika med de
forvantade modellvirden borde y? vara liten, eftersom 0; ~ E;

o Om observationerna didremot avviker starkt frin modellvirdena blir y? stor
och vi ar benégna att férkasta nollhypotesen.

Fordelning for testvariabeln under Hy:

o Om H, staimmer och om de férvintade vardena inte ar fér sma i nagon
kategori (E; = 5 ) ar testvariabeln y2-fordelad med f frihetsgrader.

o f beror pa antalet restriktioner och antalet parametrar som maste skattas
fran stickprovet for att uppratta modellen (se nere)

k
under Hy: 2= Z

=1

2 (f) béde testvariabeln och
.. . 2
fordelningen kallas y“!

(0; — E:)*
E;
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Goodness-of-fit Test
Frihetsgrader

Tithetsfunktionen y2(f) beror p4 antalet frihetsgrader (f).

Antalet frihetsgrader fF=k—r—

for anpassningstestet: p
s . . k = antalet kategorier (k = 6 for

fx(x) - tithetsfunktion F=2 tirning)
3 f=4 r = antalet restriktionener
f=6 (r = 1for tarning: ), 0; = 120)
2 =

2 X (f) f=8 p = antalet parametrar som maste

skattas med hjélp av stickprovet for att
upprétta modellen (p = 0 for tarning )

oftadarr =1lochp =20

— t. ex. tarning

T T T T T T
0 5 10 15 20 25
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Goodness-of-fit Test
(Anpassningstest)

Testvariabel y? for tva stickprov (tirning):

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
i 20 20 20 20 20 20 i 20 20 20 20 20 20
0; 21 16 28 24 19 12 0; 0 3 2 1 1 113
2 - (01— B " (0; - E;)?
= A 2 i — L
i=1 i=1 ‘
12 42 8% 42 12 g2 2 2 2 2 2 2
bt — + — _ a7 17 187 197 197 98
20 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20
=81 =519.2

Skillnad mellan modell och
observation liten — x? liten.
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Skillnad mellan modell och
observation stor - y? stor.

Goodness-of-fit Test

Testvariabeln y? ir y?(f)-fordelad om H, stimmer. Under H, borde alltsa en
observation av x? inte ligga for langt ifran centrumet av tithetsfunktionen for
x%(f). Om observationen diremot ligger for 1angt pa héger svansen av denna
tathetsfunktion forkastar vi nollhypotesen, eftersom observationen ar
osannolik under Hy. Det kritiska omradet ar alltsa:

Qierie = {x* > 25(f) }

x2(f): kvantil for y?-fordelning med f
frihetsgrader, for signifikansniva a

o Hy: Modell och observation stimmer 6verens
o H, : Modell och observation stimmer inte 6verens

-

L

k
(0; — Ep)?
E;
=1

o x? ar alltid positiv

o H, férkastas om y? blir for stort.

Testvariabel

www.matstat.org




Goodness-of-fit Test

x2(f): kvantil for y?-fordelning med f
frihetsgrader, for signifikansniva a

Qerie = {x* > x2(F) }

0.15
1

tathetsfunktion for 2 (f) Testvariabel:

k
2 _ Z (0; — E))?
= E;
i=1

0; : observerade varden
(stickprov)

E; : forvantade varden
(modell)

f=k-1

0.10
1

0.05
1

0.00
1
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Goodness-of-fit Test

Anpassningstest
Exempel 1:

o Arrisken for hjartattack jasmnférdelad éver veckodagarna - eller &r
en mandag (eller ndgon annan dag) kanske farligare?

o Med andra ord: ar avvikelsen for mandags-vardet vanligt brus eller ar
den statistiskt signifikant?

sondag | mandag | tisdag onsdag | torsdag | fredag | I6rdag

24 ‘ 36 ‘ 27 ‘ 26 ‘ 32 ‘ 26 ‘ 29
n = 200 patienter
1
Hy: Py =Dy =P3 =D4s =Ps =D6 =P7 = 7 modell: jamn férdelning
Ei=n-p; = % ~ 28.57 forvantade antal fall per dag, enligt modellen

Om hjartattacker var jimnfordelade 6ver veckan och man registrerar 200
fall, sd borde man ha ungefar 28 eller 29 fall per veckodag ...

www.matstat.org




Goodness-of-fit Test

sondag | méndag| tisdag | onsdag | torsdag | fredag | lérdag

24 ‘ 36 ‘ 27 ‘ 26 ‘ 32 ‘ 26 ‘ 29
0
Ei=n-p; = — ~ 28.57 forvintade antal fall per dag, enligt modellen

k
0; — E;)?

y2= Z .- B testvariabel

&k

=

_(24-2857)?  (36—2857)* (27 -2857)? (26— 28.57)?
- 28.57 28.57 28.57 28.57

(32-2857)? (26—2857)* (29-2857)2 10371 _
28.57 28.57 28.57 T 2857

3.63

Kritiskt omrade: Queric = {x? > x2(H) Y ={x? > x345(6) } = {x? > 12.59}

Frihetsgrader: f=7-1=6 (enrestriktion: n = 200)

www.matstat.org

Anpassningstest

Kritiskt omrade: Qurie = {2 > ¥2(H) } = {x? > x205(6) } = {x* > 12.59}

x*-fordelningens kvantiler, y*(f), forts. a = 0.05

Aa| 025 010 (005) 0025 001 0005 0001 0.0005

1.3233 2.7055 3.8415 5.0239 6.6349 7.8794 10.828 12.116
27726 4.6052 59915 7.3778 9.2103 10.597 13.816 15.202
4.1083 6.2514 7.8147 9.3484 11.345 12.838 16.266 17.730
5.3853 7.7794 9.4877 11.143 13277 14.860 18.467 19.997
6.6257 9.2364 11.070 12,833 15.086 16.750 20.515 22.105

1
2
3
4
5

(| 78408 10.645 14.449 16812 18548 22.458 24.103
7 1406
8

9.0371 12.017 16.013 18.475 20278 24322 26.018
10.219 13.362 15.507 17.535 20.090 21.955 26.124 27.868

Facit: y? =3.62 < 12.59 - observationen befinner sig inte i den
kritiska regionen. Nollhypotesen forkastas inte. Vi kan inte sdga att
antalet hjartattacker ar signifikant hogre pa ndgon veckodag.

www.matstat.org




Anpassningstest

Heart attack
&9 = observed
— pxpected
8 Barplot:
jamforelse "observed”
=7 och "expected”
Sun Mon Tue Wed Thu Fri Sat

Pa mandag skiljer sig det observerade virdet ganska mycket fran det
forvintade. Andd visade ett y?-test att mandags-avvikelsen inte &r
statistiskt signifikant (pa signifikansniva 0.05) .

www.matstat.org

Anpassningstest

Exempel 2:

o Hypotes/Modell: Faglarna foredrar inte nagon sorts trad, de soker fro
i alla trdd med jamn sannolikhet - ju mer trdd av en viss sort som
forekommer, desto mer faglar finns hos den sorten ...

o Stickprov: n = 156 faglar observerades i en skog i Oregon

Mannan, R.W., and E.C. Meslow. 1984. Bird populations and vegetation characteristics in managed and old-
growth forests, northeastern Oregon. J. Wildl. Manage. 48: 1219-1238.

ddelgran furu kust gran lark summa
kronornas | o, 40% 5% 1% 100%
volym
expected 156 - 0.54 156- 0.4 156 - 0.05 156-0.01 156
P = 8424 =624 =78 =156
observed 70 79 3 Ja 156

7
/
/

1.56 for liten! — kustgran och lark sammanfattas

www.matstat.org




Goodness-of-fit Test

(Anpassningstest)
n =156 adelgran furu kustgran & lark
expected 84,24 62,4 9,36
observed 70 79 7
A
b ( )2 tillsammans
0; — E; arE; = 5
2 _ arE; >
X = ; o
(70 — 84.24)* (79 -62.4)° (7 —9.36)
= =T7.418 i
8124 62.4 936  ———  Cbservation

Qk‘r'tt = { Xz > Xi(f

)1 ={ 2 > X%.05(2) b= x> > 5.99 1 kritiskt omréde

www.matstat.org

Qk:'rﬂ,t = { XQ > Xa(f)

(Anpassningstest)

Goodness-of-fit Test f

b={x2>x205(2) } = {Xx*>>599} kritiskt omride

v2 =17.418  observation

04

03
|

0.0

Tathetsfunktion y2(2)

Nollhypotesen forkastas eftersom
testvariabeln y? = 7.42 ligger i det
kritiska omridet. Det betyder att
faglarna foredrar trad av en viss sort.

area= 0.05 (= )

| ‘
/

f f
5.99 7.418
www.matstat.org




Goodness-of-fit Test

. \\ ’.'
(Anpassningstest) %
B observed

Faglarna foredrar kategori 2, alltsa
furu. Har observerades fler faglar
an forvantat under H,,.

80

60

40

20

Edelgran Furu KuGran & Lark
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Oberoendetest

o testar om kategoriska slumpvariabler dr oberoende

o artvavariabler for klassifikation av en population oberoende ?

Exempel:

o

tva variabler for klassifikation (av en slumpmassigt vald person): kon och
rokande (2 nominaler variabler)

o Beror rokandet pa kén?
o Antagandet (Modell): rokande och kén ar oberoende
o Stickprov: n = 250 slumpmassigt valda personer; klassificeras enligt de

tva variablerna :

varje person hamnar i en av

kvinna man tabellens celler
R 20 30 R = rokare
R* 80 120 R*= icke-rokare

www.matstat.org




Oberoendetest

Kontingenstabell (korstabell): rdd- och kolumnsummor tillags!

Kv. M. >
R 20 30 50
R* 80 120 200
> 100 150 250

Nollhypotes: rékandet beror inte pa kon, bada variabler ar oberoende.

Om nollhypotesen stimmer borde andelen rokare hos kvinnor och
andelen rokare hos min vara ungefar lika stora (och darmed ocksa
ungefir lika stor som den totala andelen rokare raknat for bada kon).

For tabellen ovan:

o

o
o
-

Den totala andelen rokare ar 20% (50/250, sista kolumn).

Andelen rokare hos kvinnor dr 20%.
Andelen rokare hos méan ar 20%.

Variablerna "kon” och "rokandet” &r oberoende.

www.matstat.org

Oberoendetest
Under H, (oberoendet):

kv. m. »
R 20 30 50
R* 80 120 200
» 100 150 250

allmant:

kv. m. >
R ai1 Qa2 Ry
R* az; azz R,
2 K1 KZ n

Oberoendet kraver (for andelen
rokare):

20 _ 50  kvinnor:andel rokare =
100 — 250 totalaandelenrékare

30 50 man: andel rokare =
150 — 250 ‘totalaandelen rokare

l

Kriterier for oberoendet:

an R o Rk
K, n 11 =
a; Ry Ry K,

— 7 G2=
n

www.matstat.org




Oberoendetest
Under H, (oberoendet):

kv. m. »
R ai1 Qa2 Ry
R az1 az; R,
X Ky K; n
Rl'Kl Rl'KZ ~R2'K1 ~R2'K2
a; = " aq; = Az = a2 =
. J
- ~ J ~"
formler for andelen analoga formler galler ocksa for
icke-rokare. andelen icke-rokare.
Oberoendet:

en cell i tabellen = raddsumma - kolumnsumma / n

www.matstat.org

Oberoendetest

Aven om nollhypotesen stimmer kan vi inte férvénta oss att andelarna
ar precis lika stora, eftersom stickprovet styrs av slumpen:

Realistisk tabell:

Idealisk tabell :

kv. m. >
R 24 26 50

R* 76 | 124 | 200

y | 100 | 150 | 250

kv. m. »

R 20 30 50

R* 80 | 120 | 200

Y. | 100 | 150 | 250

Realistiskt stickprov: en sddan
korstabell kan uppsta dven om
bada variabler dr oberoende ..

... for att korstabellen avviker ju
inte mycket fran den idealiska
(under H, férvantade) tabellen.

www.matstat.org
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Oberoendetest

Forst nar stickprovsvardena avviker mycket fran virdena vi
forvantar oss under H, ar vi bendgna att férkasta nollhypotesen.

Stickprov: Idealisk tabell :
Kv. M. » Kv. | M. »
R 4 46 50 R 20 | 30 | 50
R* 96 | 104 | 200 R* | 80 | 120 | 200
» 100 | 150 | 250 > 100 | 150 | 250
Far vi en sidan korstabell kan vi .. for att stickprovet avviker
formoda att variablerna rokandet mycket frdn den under H,
och kon ér icke oberoende. forvantade tabellen.

www.matstat.org

Oberoendetest

o Nollhypotes: variablerna dr oberoende
o Alternativ hypotes: variablerna ar icke oberoende

Nollhypotesen forkastas nar stickprovs-korstabellen avviker for mycket
fran korstabellen som forvantas under H, (idealisk tabell).

5 (()i?_ _ E?-j)Q 0;; : observerade véardeni cell i, j
Testvariabel: X~ = E —_— T . E;; : forvantade vardeni cell i, j
o ij
i,j

Om de observerade tabellviardena avviker for mycket fran korstabellen som

forvantas under Hy blir y? stor. Vi forkastar alltsd nollhypotesen fér stora
varden av y?2.

Fordelning for test- = Z (O — E_ij)2 ) x2 -fordelning med
variabeln under Hy: ’ — Eij f frihetsgrader
i

www.matstat.org
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Oberoendetest

Fordelning for test- 2 (Oy; — E; ')2 2 x? -fordelning med
X = Z E ~x*(f) f frihetsgrader

variabeln under Hy: — i
3

Férutsittningar for y2-fordelning: E; = 5 ivarje cell (n stor)

r = antalet rader i korstabellen
f=0-1)-(c—=1) (=antaletkolumneri korstabellen

Frihetsgrader:
(utan marginalsummor!)

Testvariabeln y? ar y?(f)-férdelad om H, stimmer. Under H, borde allts& en
observation av y? inte ligga for l1angt ifrdn centrumet av tithetsfunktionen for
x2(f). Om observationen daremot ligger for langt pa héger svansen av denna
tathetsfunktion forkastar vi nollhypotesen. Det kritiska omradet &r alltsa:

Oy = 25 42 x* ar alltid positiv; H, forkastas
kit = LX%> x6(f) } nar x2 blir stor.

www.matstat.org

Oberoendetest
Observed: Expected (under Hy):
Kv. M. » Kv. M. »
R 24 26 50 R 20 30 50
R* 76 | 124 | 200 R* 80 120 | 200
Y, | 100 | 150 | 250 Y. | 100 | 150 | 250

=
i
(24— 20)? N (26 — 30)? N (76 — 80)2 N (124 —120)* 10371 _
- 20 30 80 120 T 2857

k
0; — E))? )
©: - B testvariabel
=1 E;

=
o
N

Qirie = 0% > %2 = {x* > x30s(D)} = (x* > 3.84}

H, forkastas inte. Vi kan inte visa pa signifikansniva @ = 0.05 att rokandet
och kon ar beroende variabler.

www.matstat.org
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Oberoendetest

fx(x)

Tathetsfunktion for y2(1)

Nollhypotesen  forkastas inte
eftersom testvariabeln y? = 1.67
ligger inte i det kritiska omradet.

area= 0.05 (= a)

[
x? =167 x205(1) =3.84

H, forkastas inte. Vi kan inte visa pa signifikansniva & = 0.05 att rokandet
och kon ar beroende variabler.

www.matstat.org

Oberoendetest

Exempel: Foredrar tvd muranarter olika miljoer ?

Young, R.F,, and H.E. Winn. 2003. Activity patterns, diet, and
shelter site use for two species of moray eels, Gymnothorax moringa
and Gymnothorax vicinus, in Belize. Copeia 2003: 44-55.

Stickprov: Det riaknades hur ofta man sig tvd muranarter i ett visst omrade i
Belize. Det noterades vilka arter som sags i vilken miljo.:

G. moringa | G.vicinus > R . .
Tva nominala variabler:
gras 127 116 243
o art
sand 99 67 166 o miljs
grans 264 161 425
> 490 344 834

www.matstat.org

13



Exempel:

H: Arterna féredrar samma miljo.

Oberoendetest

Foredrar tvd muranarter olika miljoer ?
G. moringa | G. vicinus »
gras 127 116 243
sand 99 67 166
grans 264 161 425
> 490 344 834

H,: Arterna foredrar olika miljoer.

Under H, forvantar vi oss att de procentuala andelarna for gras, sand och grans ar
ungefar lika for bada arterna, alltsa t. ex. 30% grds, 20% sand och 50% grans for
badaarterna.

Berakning av korstabellen som férvantas under H, (“idealisk tabell”) :

Eyj: forvantade vardeni cell i, j

R;-K;
Ejj =—— R;: radsumma for rad i
n K;: kolumnsumma fér kolumn j
Oberoendetest
243 - 344
observerat forvantat 834

0;j |G moringa | G.vicinus | Y] Ei | G.moringa | G.vicing$ | ¥
gras 127 116 243 gras 142.8 100.2 243
sand 99 67 166 sand 97.5 68.5 166
grans 264 161 425 grans 249.7 175.3 425
> 490 344 834 > 490 344 834

K 2
¥2= E w testvariabel
E..
j Y

Det jamfors respektive

celler i bada tabeller.

3 (12? —142.8)> (116 —100.2)> (99—-197.5)% (67 —68.5)> (264 —249.7)?

(161—1753)* _

f=r-1D:-(c-1D=2-1=2

142.8

175.3

100.2

= 6.26

97.5

frihetsgrader

Qerie = U* > 18} = {17> 2805(2) } = (x* > 5.99}

68.5

www.matstat.org
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Oberoendetest
Testvariabel: x2 = 6.26 Kritiskt omrade: Qi = {x% >5.99}

Testvariabeln ligger i det kritiska omradet. H, forkastas. Variablerna
art och miljé ar beroende, olika arter féredrar olika miljoer.

Moray eel

250
I

— G.moringa
— Guicinus

Proportionerna for de tre
miljoer ar ganska olika sa att
nollhypotesen kan forkastas.

| . . Q o

grass sand border

200
I

150
I

100
1

a0

www.matstat.org

Fishers Exakt Test

o testar om Kategoriska slumpvariabler dr oberoende (som y2-Test ovan)
o Skillnad till y?-testet:

o ingen normalapproximation (darfor “exakt” test)

o darfor ocksa anvandbart for E; < 5 (eller just da!)
H,: ingen association mellan variablerna (oberoendet)

R
"(l'..

(¢]

H,: variablerna ir beroende

(¢]

I foljande ska p-vardet for Fisher-testet berdknas.

Kom ihag(forelasning F11):

p-vardet ar sannolikheten av en erhdllen observation, eller 4nnu mer extrema

observationer, givet att nollhypotesen ar sann.

I motsats till alla andra fall som hittills behandlades &r testresultatet for
Fisher-testet inte nagot numeriskt virde pa en testvariabel, utan sjilva
korstabellen som hirledas fran stickprovet (= den "observerade tabellen”).

www.matstat.org
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For att berdkna p-vardet

o maste vi alltsd forst berdkna sannolikheten (under Hy) att den
observerade tabellen kommer till stdnd,

o ...och sedan addera sannolikheterna (under Hy) av alla tabeller
som dr dnnu mer extrema dn den observerade.

Fisher-Test

Exempel: Succé for 2 terapiformer A och B (5 patienter i grupp
A, 7 patienter i grupp B, 8 blir friska, 4 blir inte friska)

frisk sjuk )
A 2 3 5
6 1 7

X 8 4 12

- 40% har blivit friska med terapi A
- 85% har blivit friska med terapi B

- 67% har blivit friska totalt

"observerad tabell” =
testresultat

Ar den observerade skillnaden
for andelen tillfrisknade patienter
statistiskt signifikant ?

www.matstat.org

Fisher-Test

frisk sjuk )
A 2 3 5
B 6 1 7
) 8 4 12

Sannolikheten for den observerade tabellen under H, kan berdknas genom

Sannolikheten att denna
tabell kommer till stand
"under H,"” maste beridknas.

att betrakta marginalsummorna (X) som givna. Vi forutsatter alltsa att

o 5 patienter kommer att behandlas med terapi A
o 7 patienter kommer att behandlas med terapi B

o 8 patienter kommer att bli friska
o 4 patienter kommer inte att bli friska

Vi forutsatter alltsd fran borjan att 8 patienter blir friska. Detta motsvarar i
viss man nollhypotesen: terapin har inte nagot inflytande pa det framtida

halsotillstindet.

www.matstat.org
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Fisher-Test

Sannolikheten for den observerade tabellen under H, &r lika med
sannolikheten att precis 2 av de 8 som kommer att tillfriskna plockas ut
slumpmadssigt for terapi A. Sannolikheten att en cell i en tabell med givna
marginalsummor antar ett visst viarde ar hypergeometriskt fordelat (se
forelasning F4):

frisk sjuk 2 Celler:
— — ai1= {A, frisk}
A aiq 2 aqp 3 5 1= {A, Sjuk}
B =6 =1 7 a,,= {B, frisk}
- — az,= {B, sjuk}
2 8 4 12

o Namnare: Vi viljer 5 av totalt 12 patienter

8 4 for terapi A.
(2) ) (3) o Taljare, faktor 1: Bland dessa 5 ar 2 avdem
(12) 8 som kommer att tillfriskna
o Taljare, faktor 2: Bland dessa 5 dr 3 av dem
4 som inte kommer att tillfriskna

Pla;; =2) =

www.matstat.org

Fisher-Test

Analogi till urnmodellen (foreldsning F4):

Man kan forestilla sig att namnen pa alla patienter skrivs pa kulor som
kommer att ldggas i urnan. 5 patienter ska plockas ut for terapi A genom att
dra 5 kulor slumpmadssigt utan aterldggning. Bland kulorna i urnan finns 8
som bar namn pa patienter som blir friska, och 4 biar namn pa patienter som
inte blir friska. Vi soker sannolikheten att vi far 2 namn pa patienter som
tillfriskna bland de 5 som dras.

w = 8 Kkommer att bli friska

“f O

P("dra tva vita”)

N = 12 totalaantalet kulor
n =15 antaletdragna kulor

www.matstat.org

s =4 kommer att forbli sjuka
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Fisher-Test

Det verkar vara godtyckligt att just berdkna sannolikheten for cell a;; = 2.
I sjélva verket spelar det dock ingen roll for vilken cell sannolikheten
beraknas:

frisk sjuk ) Celler:
i
azq = 6 Ayp = 1 7 a1 = {B, frisk}
8 4 12 A22= {B' SjUk}
8\ (4
Pla, = 3) = (g) ] (g) Plag; =2) = (2)1'2(3) plocka 5 av 12 for terapi A
(5) (5)
4\ (8
P(ay, = 6) = (g) ) (All) Pay, =1) = (1)1.2(6) plocka 7 av 12 for terapi B
21 — -
(172) ( 7 )

Alla dessa sannolikheter ar lika stora, eftersom (Z) = (n f k)

www.matstat.org

Fisher-Test

o Beriknas sannolikheten for bara en enda cell av ovanstidende tabell, sd har
man sannolikheten for hela tabellen, eftersom de andra cellerna foljer
automatiskt om marginalsummorna ar givna.

o Detta motsvarar faktumet att ovanstaende tabell bara har en frihetsgrad.

o Allmant ar antalet frihetsgrader for tabeller med ¢ kolumner och r rader

f=-D-r-1

frisk sjuk X Celler:
a = 2 a =77 a; = {A, fI'iSk}
& L2 ai,={A, sjuk}
azq = ?77? Qpp = ?7? 7 az = {B, frisk}
8 4 12 a,,= {B, sjuk}

Med a;1 = 2 foljer automatiskt (for att marginalsummorna ar givna):

> a;=8-2=6 —app=5-2=3 - ap=4-a,=1

www.matstat.org
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Fisher-Test

frisk sjuk p> Celler:
a1=2 |a.,=3 12 =5 a1, = {A, frisk}
1 2 ! ai2={A, sjuk}
Az = 6 Ay = 1 Zz =W az1= {B, frisk}
S, = S,=4 |N=12| “»=Bu
(8) . (4) f =1 (enfrihetsgrad,
P(ay; =2) = 2/ 3 P("tabell™) en enda cell bestimmer alla
(12) andra celler)
5
. géller dven for tabeller
Allmént: med fler dimensioner!
(o) (1)
. wm _ \ay1 a;,) S!Syt 241 Z,!
P( tabe”)_ (N) _N!~a11!~a12!-a21!-a22!
Zy
www.matstat.org
Fisher-Test
frisk sjuk ) Celler:
a=2 |a,=3 |2z = ay1= {A, frisk}
11 12 1 ay,= (A sjuk}
azq = 6 Ayp = 1 Z2 =7 az1= {B, frlSk}

5:=8 | S,=4 |[N=12| “2=B5W

(o) a2
" wy _ N1 a12/ _ $1t- 51741 25! hypergeometrisk
P("tabell") = (N) ~NT. aqq! - agp! - azq! - apy! fordelning
Zy
8!-4!1.51.7] 14
— =0.141414

T121-21-31-60- 11 99

Sannolikheten for den observerade tabellen under antagandet av nollhypotesen
arP; = 0.141414.

www.matstat.org
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Fisher-Test

frisk sjuk X Celler:
Qg =2 a,=3 |z, = a1 = {A, frisk}
11 12 1 a1, (A sjuk]
az;1 = 6 Ay = 1 ZZ =7 az1= {B, frlSk}
S, = S,=4 |[N=12| %»=BIK

r

2dhyper
# 0.1414141

#
p = choose(8,2)
P

dhyper(x = 2, m = 8, n= 4, k = 5)

explicit calculation:

# 0.1414141

'R C:\Users\Uwe\Desktop\VORLESUNG\MS0065\MS0065_deutschih... [ = |- &) | [wm]
## Hypergeometric Distribution|

* choose(4,3) / choose(12,5)

www.matstat.org

R

Fisher-Test ’

Hypergeometric Distribution ﬁ‘ M initab
{ Probabiity ‘
@ e Ry | Calc / Probability Distributions |
™ Inverse cumulative probability
Population size (M): 12

Sample size {n]

Event countin population (M): |8

" Input column: ’7
Optional storage: ’7

{* Input constant: ,2]7
Optional storage: ’7 |

) .

HypergeometricwithN=12,M =8,andn=5
x P(X=x)
2 0141414

www.matstat.org
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Fisher-Test

For att berdkna p-vardet

o maste vi forst berdkna sannolikheten (under H,) att den
observerade tabellen kommer till stdnd ... ok, done!

o ...och sedan addera sannolikheterna (under Hy) av alla tabeller
som dr dnnu mer extrema dn den observerade.

For att bearbeta punkt 2 kan man ga tva olika vagar:

1) Fundera pa vilka tabeller som dr &nnu mer extrema under nollhypotesen
an den observerade tabellen och addera deras sannolikheter (se
appendix).

2) Beridkna sannolikheterna av alla tabeller under H, och sedan addera alla
sannolikheter som ar mindre &n eller lika med sannolikheten av den
observerade tabellen.

Héar ska metod 2) visas — berdkna sannoliheterna av alla mojliga tabeller:

frisk sjuk > Cellen a;, ar bast att anvdnda som pivot-
A @al ayy element, eftersom a;, kan bara anta 5 olika
varden: 0, 1, 2, 3, 4 och 5. (de andra cellerna
21 22 7 foljer A&terigen automatiskt om a;, A&r
3 8 4 12 fastlagd)

www.matstat.org

Fisher-Test

11 %12 Zy RN RV ARy A
a1 0y | Z PCtabell) = G - apl - ayy]
S S, N
5 a;;, =05 4 a, =15 3 a, =2
3 4 7 4 3 7 5 2 7
8 4 12 8 4 12 8 4 12
P =0.070707 P =0.353535 P =0.424242
2 =3 I 1 a2 IE p-vardet blir alltsa:
6 1 7 7 0 7 p = 0.1414 4+ 0.0707 + 0.0101
8 4 12 8 4 12 p ~ 0.222
P =0.141414 P =0.010101

(observation)

www.matstat.org
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Berdkning av sannolikheterna i R:

"R C:\Users\Uwe\Desktop\ TALKS_POSTERS\Magdeburg_Talk\R_scripts_for_Magdeburg_Talk. - R Editor ==

## Hypergeometric Distribution]

white_urn = 8 # the number of white balls in the urn
black urn = 4 # the number of black balls in the urn
total _drawn = 5 # the number of balls drawn from the urn

for (al2 in 0:4) {
white drawn = total drawn - al2
p = dhyper(x = white drawn, m = white urn, n = black urn, k = total_drawn)
p = round(p, €)
cat (paste("al2 =", al2, " p =", p, "\n"))

$alz2=0 p=0.070707
# alz =1 p = 0.353535
# al2 = 2 p = 0.424242
# al2 = 3 p = 0.141414
# al2 = 4 p = 0.010101
v
< >
www.matstat.org
@ Worksheet 1 Hypergeometric Distribution @
hd & c1 * Probability
0 " Cumulative probahility

; 1 3 {~ Inverse cumulative probability

3 2 ) Population size (M): I 12

4 3 ) )

5 4 3 Event count in population (M): I 4

6 7 Sample size (n): I 5

T 3

8 {+ Input column: |c1

9 ) Optional storage: I |

vy 1|£| {~ Input constant: I 2
— e Select | Optional storage: | Il |

Hypergeometric withN=12,M =4,andn=5

x P(X=x) >

0 0,070707

1 0,353535

2 0424242 Minitab
3 0,141414

4 0,010101 www.matstat.org
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Tillampning av testeti R:

## Fischers Exakter Test

fisher.test (n)
Fisher's Exact Test for Count Data

#

#

# data: A

# p-value = 0.2222
#

#

#

95 percent confidence interval:
|0.001830735 2.834757137

www.matstat.org

R C:\Users\Uwe\Desktop\ TALKS_POSTERS\Magdeburg_Talk\R_scripts_for_Magdeburg_Talk.R - R Editor [

A = matrix(c(2,3,6,1), nrow = 2, byrow = TRUE)
A

# [,11 [,2]

# [1,] 2 3

# [2,] 6 1

2 3

6 1 7
8 4 |12
(observation)

alternative hypothesis: true odds ratio is not equal to 1

Tillampning av testet i Minitab:

Minitab

>

Normalapproximation
kan inte tillampas

/

2 Proportions (Test and Confidence Interval) |A‘
" Sam) . . : .
Dl Stat / Basic Statistics / 2 Proportions |
" Samples in different columns
{+ Summarized data
Events: Trials:
First: 2 5
Second: [ 7
Options...
Help oK | Cancel |

Test for difference = 0 (vs not =0): Z =-1,79 P-Value £ 0,074

Fisher's exact test: P-Value = 0,222

* NOTE * The normal approximation may be inaccurate for small samples.

www.matstat.org
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Fisher-Test

frisk sjuk X

a11=2 a12=3

p.value = 0.2222
Az = 6 Ay = 1 7

8 4 12

- 40% har blivit friska i grupp A
- 85% har blivit friska i grupp B

Nollhypotes (Hy): p; = p, (samma proportioner, samma andel friska)

p-vardet ar stort (p > 0.05). Nollhypotesen kan darfor inte forkastas. Det
kunde inte visas att skillnaden mellan de observerade proportionerna &ar
statistiskt signifikant, dvs. vi maste fortfarande utgd ifrdn att bada
terapiformer ar lika framgangsrika (terapiform och terapiframging ar
oberoende).

Detta dr férvanansvdrt om man tittar pa sjilva proportionerna. Orsaken ar
den daliga férsoksplaneringen - stickprovet ar helt enkelt for litet.

www.matstat.org

p-vardet for ett stort stickprov med samma
proportioner

-

R C:\Users\Uwe\Desktop\TALKS_POSTERS\Magdeburg_Talk\R_scripts_for_Magdeburg_Talk.R - R Editor [E=NEoR
## Fisher's Exakt Test - big sample
= matrix(c(200,300,600,100), nrow = 2, byrow = TRUE)

[1,1 200 300

A
A
# [,11 [,2]
%
# [2,1 €00 100

fisher.test (Aa)
# Fisher's Exact Test for Count Data

# data: A

# p-value < 2.2e-16

# alternative hypothesis: true odds ratio is not equal to 1
# 95 percent confidence interval:

# 0.08335038 0.14790301

www.matstat.org




p-varden for ett litet och ett stort stickprov med
samma andel tillfriskade

frisk sjuk z frisk sjuk b
2 3 5 A 200 300 500
6 1 7 B 600 100 700
8 4 12 X 800 400 | 1200
( - 40% friska i grupp A )
- 85% friska i grupp B

p.value = 0.222 p.value < 10716

Pa grund av att stickprovet ar for litet racker inte den statistiska
noggrannheten ("power”) for att forkasta nollhypotesen. Detta hade man
kunnat se i férvag. For detta exempel hade bara det mest extrema resultatet
kunnat leda till ett p-varde under 0.05 ... for a;, = 4 (se nasta sida).

www.matstat.org

a5 =4 frisk sjuk z
Bara denna observation hade kunnat leda till A 1 4
ett signifikant resultat (med a = 0.05):
- 20% friskaigruppA 7 0 7
- 100% friskaigrupp B ) 3 4 12
'R C:\Users\Uwe\Desktop\TALKS_POSTERS\Magdeburg_Talk\R _scripts_for_Magdeburg_TalkR - R Editor [ =]

## Fisher's Exakt Test - the "most extreme" case

A = matrix(c(1,4,7,0), nrow = 2, byrow = TRUE)
i [,11 [,2]

# (1, 1 4

# ' 7 0

fisher.test (A)

#

# Fisher's Exact Test for Count Data
#

# data: A

# p-value = 0.0101
E— www.matstat.org
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Appendix

Anpassningstest och Oberoendetest
Uwe Menzel, 2018

uwe.menzel@matstat.org
www.matstat.org

Goodness-of-fit Test
(frihetsgrader)

Tathetsfunktionen y2(f) beror av antalet frihetsgader (f).

Antalet frihetsgrader for f=k—-r—p
anpassningstestet:

o k = antalet kategorier (frisk, sjuk = tva kategorier)

o r = antalet restriktioner (t. ex.: summan av alla observationer ar
fastlagd, se exempel tdrning ovan)

o p = antalet parametrar som maste skattas ur stickprovet for att
uppratta modellen (se foljande sidor)

I foljande ska tva fall behandlas:
1) Ingen parameter maste skattas ur stickprovet (p = 0)
2) En parameter maste skattas ur stickprovet (p = 1)

www.matstat.org
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Anpassningstest

1) Ingen parameter maste skattas ur stickprovet (p = 0)

Mendel's Experiment:

SEED SHAPE Round Wrinkled

’é

Mendel korsade bara heterozygota (Aa) bonor (allel-frekvenserna ar bada 0.5):

Tva alleler: A, a allel A ar dominant

A a
A AA A Genotyper AA och Aa blir runda,
a . .
bara genotyp aa blir ynklig.
a Aa aa

o Om Mendel’s lag giller, sa férvantar man sig en proportion 3:1 for kvoten
runda : ynkliga.

o Observation: 423 runda och 133 ynkliga i ett sddant experiment.

www.matstat.org

Anpassningstest

1) Ingen parameter maste skattas ur stickprovet (p = 0)

rund ynklig z n = 556 stickprov
0; 423 133 ss6 | r=k-1=1

E; |556-3/4=417 | 556-1/4=139 | 556 1 frihetsgrad

—0.345 test
2 variabel

=1

. Zk: (0 — E;)* (423 — 417)? | (133 — 139)°
= B 47 139

Qprit = { 2> Xi(f) =1 ¥ > X(z)‘%(l) b ={ > 3841 kritiskt

omrade
Testvariabeln ligger inte i det kritiska omradet. Nollhypotesen forkastas

inte. En signifikant skillnad mellan observation och modell kunde inte
pavisas. Stickprovet star inte i motsats till modellen (till Mendels lag).

www.matstat.org
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Anpassningstest

2) En parameter maste skattas ur stickprovet (p = 1)

o Ofta kdnner man dock inte till allel- frekvenserna (p, q) fran borjan som i
Mendels experiment (dir p = q = 0.5 var bekant, eftersom bara
heterozygota (genotyp Aa) bonor korsades)

o Hardy-Weinberg-Modell: allel-frekvenserna forblir konstant 6ver
generationerna.

Lat allel-frekvenserna i forsta generationenvara f(A) = p och f(a) = gq,
bada okadnda. For den efterfljande generationen galler:

A a
f(a4) = p?
flAa)=2-p-q A | AA(®) | Aa(pq)
flaa) = ¢? a | Aa(pq) | aa(g?)

www.matstat.org

Anpassningstest

For att berdkna de enligt modellen forviantade frekvenserna A4, Aa och
aa maste vi forst berdkna allel-frekvenserna p och q ur stickprovet.

Exempel: — Callimorpha dominula
, lite dndrat. ,1758

Stickprov:
White-spotted | Intermediate | Little spotting _
genotyp (A4) (Aa) (aq) Y (=n)
observerad 1329 268 15 1612

_ 2-antalet(AA) + antalet(ad) 2-1329 + 268

_ 2-antalet(aa) + antalet(ad)

2:n

2-1612

2:n

(nindivider har totalt 2 - n alleler)

1—p=0.093

=0.907 frekvens for allel 4

frekvens for allel a

28


http://en.wikipedia.org/wiki/Carolus_Linnaeus
http://en.wikipedia.org/wiki/Hardy-Weinberg_principle

Anpassningstest

Berdakning av de under HW-modellen forvantade frekvenserna ("E = expected”):

E(AA) =n-p®=1612-0.907% = 1326.11 dessa varden maste jamforas
E(Aa) =n-2-pq = 27195 med de observerade viardena

tabell ovan
E(aa) =n-q%? =13.94 ( )
.| White-spotted | Intermediate | Little spotting _
genotyp: (44) (4a) (ac) Y (=n)
0; 1329 268 15 1612
E; 1326.11 271.95 13.94 1612
Testvariabel:

k
5 (0; — E))? (1329-1326.11)%2 (268 —271.95)? (15—13.94)2
2= - = =0.144
i

1326.11 271.95 13.94

i=1

www.matstat.org

Anpassningstest

Antalet frihetsgrader for

=k—-r-—
anpassningstestet: f P

o Antalet kategorier: k = 3 (genotyp AA, Aa, aa)
o Antalet restriktioner: r = 1 (totala antalet fastlagd: n = 1612)

o Antalet parametrar som maste skattas ur stickprovet for att
etablera modellen: p = 1 (nir en av de bada allel-frekvenserna
berdknades foljer den andra automatiskt: g = p — 1

:> f=3-1-1=1 allmant for HW-modell: f = antalet
- - genotyper minus antalet alleler

Qurie = X% > x2} = {)(2 > )((2,_05(1)} ={y? > 3.84} kritiskt omride

O (0 - )
¥ = Z% =0144 testvariabel
= i

Testvariabeln ligger inte i det kritiska omradet. Oberservationen stir
inte i motsats till Hardy-Weinberg-modellen.
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Fisher-test

Exempel s. 31: Succé for 2 terapiformer A och B

Identifiering av de mera extrema observationerna med hjilp av y2:

o Ovan ansags sadana resultater som mera extrema (&n observationen), som
hade en mindre sannolikhet under H, dn observationen.

o En alternativ metod anser saddana tabeller som mera extrema som har ett
storre ”"avstand” till ”"H,-tabellen” 4n den observerade tabellen. Detta
avstdnd “mits” med hjilp av y?:

2 ° .
2 Z (Oij — Eij) x? = avstind av en tabell till tabellen
X = — Eij som forvantas under Hy ("Hy-tabellen”)
.3 ’
0;j: varde i cellen i, j av en given tabell
E; j: under nollhypotesen forvéantat varde i cellen i, j

Viktigt: y2 anvinds har inte som testvariabel, utan bara fér att “mata”
avstandet av en given tabell till "H,-tabellen”

www.matstat.org

Fisher-test

For att berdkna E; ; méste vi forst hitta tabellen som forvéntas under Hy :

Nollhypotes (Hy): p; = p, (samma andel tillfrisknade foér A och B)

frisk sjuk

Eiq 5

Ejq 7
) 8 4 12

Om andelen tillfrisknade ar lika stor i bada grupperna maste detta galla:

& - i och @ _ E Hy: andelen tillfrisknade i bada
5 12 7 12 gruppernadr 8/12 = 2/3
t t
andel tillfrisknade i andel tillfrisknade i
grupp A grupp B

www.matstat.org
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Fisher-test

For att berdkna E; ; méste vi forst hitta tabellen som férvéntas under Hy :

Nollhypotes (Hy): p; = p, (samma andel sjuka for A och B)

frisk sjuk )
A Ei;
E;, 7
8 4 12

Analogt maste andelen sjuka i bdda grupperna vara /5 :

Eis _ 4 och E,, _ 4 H,: andelen sjuka i bada grupperna
5 T 12 7 T 12 ar 4/12=1/3
1 t
andel sjukai andel sjuka i
grupp A grupp B
www.matstat.org
Fisher-test
En_8 Ep_4  En_8  Ep 4
5 12 5 12 7 12 7 12

Allmént géller for den under H, "forvantade” tabellen:

715 Zy+ 81 71+ S, Zy' 5,
T B2 =7y

Ej =

Varje under H, férvantade cell berdknas alltsa som: radsumma génger
kolumnsumma delad med det totala antalet:

frisk sjuk ) . Zi+ S
A 10/, 5/, 5 YN
14/3 7/3 7 Under H,, férvantade
8 4 12 (idealisk) tabell

www.matstat.org
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Fisher-test

friska sjuka 7S
E;; =
A 10/3 5/3 5 UTON
B 14 i/ 7 /a 7
) 8 4 12 (idealisk) tabell

Under H,, forvantade

o Med hjilp av y2 beriknas "avstindet” av alla méjliga tabeller till denna
tabell (OBS: dven avstdndet av den observerade tabellen till denna
tabell berdknas).

o For att hitta alla "méjliga” tabeller anvander vi igen elementet a,, som

pivot.

o Elementet a;, kan pa grund av de givna marginalsummorna bara anta
vardena 0,1,2,3 eller 4.

o Ar ay, fastlagt, s& féljer alla andra celler automatiskt.

www.matstat.org

Fisher-test

Exempel: avstand av den ideala (Hy-)tabellen till den observerade tabellen:

observerade tabell H, - tabell
friska sjuka z friska sjuka )
A 2 3 5 A s 5/s 5
6 1 7 14/ 7/s 7
2 8 4 12 z 8 4 12
2 2 2 2
oY Oum Bt (@21 (3-5) (s=My)" (1-7/3)
2= =
=L 10/3 5/3 14/3 7/3

X6 =2.743 "avstand” observerad tabell 2 under H, férvintad tabell

Det beriknas nu y? for alla méjliga tabeller. Alla dessa y? jamfors med y3.
Om y? > y2 anses motsvarande tabell som mer extrem an tabellen som
motsvarar observationen, och dess sannolikhet under H, ingér i p-vardet.

www.matstat.org
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"R CA\Users\Uwe\ Desktop\ TALKS_POSTERS\Magdeburg_TalK\R_scripts_for_Magdeburg_Talk.R - R Editor

## Chi-squared for test of independence

s1 =8 # column 1
52 =4 # column 2
Z1 =5 # rowl

Zz2 =17 # row 2

N =12 # total
Ell =21 * s1 / N
El12 = Z1 * Ss2 / N
E21 = 22 * S1 / N
E22 = Z2 * S2 / N

E = matrix(c(El1l, El2, E21, E22), nrow = 2, byrow =

for (al2 in 0:4) {
all z1 - al2
az22 52 - al2
a2l = s1 - all
A = matrix(c(all, al2, a2l, a22), nrow = 2, byrow
chi2 = sum((E-A)"2/E)
chi2 = round(chi2, 3)
cat (paste("al2 =", al2, " chi2 =", chi2, "\n"))

Berdkning av avstandet for alla tabeller

o=

Uwe Menzel, 2010

7
|

TRUE)

= TRUE)

Help |

Stat / Tables / Cross Tabulation and Chisquare

www.matstat.org

e Minitab
Berdakning y4-"avstand” for alla >
tabeller
@ Kreuztabelle ** E“f Cross Tabulation and Chi-Square E
+ 1T C2T c3 Categorical variables:
treatment| state count For rows: | reatment
1 |control sick 3 | For columns: Ismte
2 |therapy sick 1 | o= |
3 | control healthy 2
4 |therapy healthy [ 1 Frequendes are in: Icount (optional)
5 | Display
6 ) ¥ Counts
7 . I~ Row percents
for alla 5 tabeller! | I” Column percents
8 | [~ Total percents _
9 ) e | Chi-Sguare... | Other Stats... |
1& Options... |
4

oK | Cancel |




x? och p for alla mojliga tabeller

tabell 12 p
5|0 |5

3|4 |7 | 4286 | 0.070707
8| 4 |12

4 (1|5

4137 0.686 | 0.353535
8 4|12

312|5

5(12|7 0.171 | 0.424242
8|14]12

2 |35

6 117 | 2743 | 0.141414
8 | 4|12

114 (5

7007 8.4 0.010101
8|4 |12

Mojliga ar alla tabeller som tillats med hansyn
till de givna rad- och kolumnsummorna

2
x?= Z Oy~ 5y g, =25
A Ej; o N
ij=1

51!'52!'21!'22!
P("table”) =
( ¢ e) N!'all!'alz!'a21!'a22!

Rod markerade: mindre sannolikhet
under H, jamfort med observationen och
aven stérre y? jamfért med observationen
(har overensstimmer bada Kkriterierna).
Motsvarande sannolikheter bidrar till p-
vardet:

p =0.0707 + 0.1414 + 0.0101 =~ 0.222
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