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ANOVA

testar om flera (> 2) normalfordelade populationer ("grupper”) har
samma vantevarde (utvidgning av t-testet till fler an 2 grupper)

darfor utnyttjas populationers empiriska varianser (!) (ANOVA = ANalysis
Of VAriance)

Nollhypotes: Hy: pq = gy = ... = i (k stickprov)

alternativ hypotes: minst ett likhetstecken géller inte, dvs. minst en
population har ett avvikande vantevarde

(ANOVA ar alltsa ett parametriskt test)

testet sdger ingenting om vilket vantevarde som avviker ifall Hy forkastas
— darfor behovs ett sa kallad post-hoc test

Xpi~ N (pn,0) fler &n 2 populationer
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ANOVA

Testet utfors genom att jamfora spridningen mellan grupperna med
spridningen inom grupperna.

Observationer for tre grupper:

gruppl

Variation inom
en grupp

variation mellan
grupperna
grupp2

variation inom
en grupp

Intuition: grupperna ar olika om spridningen mellan grupperna ar
betydligt stérre an spridningen inom grupperna.
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ANOVA

Intuition: grupperna ar olika om spridningen mellan grupperna ar
betydligt stérre dn spridningen inom grupperna.

gruppl grupp3 Troligtvis ingen signifikant
grupp2 skillnad mellan vinteviardena
_______ E— (Hy kan inte forkastas), smé
skillnader kan enbart bero pa
slumpen.
gruppl
i ——— grupp3
Populationerna har
troligtvis inte samma
— vantevarden (H, forkastas
inte), skillnaderna kan
grupp2 vara signifikanta.
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ANOVA: beteckningar

o ;j: observation j for grupp i

o i=1..k (kgrupper)

o j=1..n; (n; observationer fér grupp i)
o ¥;: medelvarde for grupp i
o ¥ :medelvdrde 6ver alla grupper (“grand mean”)

1
BT grupp3
— V31
——————— }_;1
Y17
y
grupp2 V3,10
V21
"""""""""""""" V3
Y28
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ANOVA: "Total Sum of Squares”

For att kvantifiera variationerna anviands kvadratsummer (”Sum of
Squares”):
7 Yij: gruppgi; observation j

k
v o _\2
SSiot = Z Z (yi.j - I,f) y :"grand mean”

i=1j=1 n; : antalet observationer fér grupp i

1
yi PP grupp3
— V31
Y11 — Y B
"""""" Y2
y
grupp2 V3,10
V21
-------------------------- iz
Y28
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»n

ANOVA: "Sum of Squares for Treatments

k y;: medelvarde for grupp i
&) _ .2
58 = Z 7 (G — ) y :"grand mean”
=t n; : antalet observationer for grupp i
1
1 ﬂ grupp3
V31

N
=S'|
|
=)
N
N
<l

Grupperna kan ha "behandlats”
pa olika sétt, darfor ocksa
namnet "treatment”.

Vas
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ANOVA: ” Sum of Squares for Error”

koo Yij: grupp i; observation j
SSerr = Z Z (yij - ﬂi)Z y;: medelvarde for grupp i

i=1j5=1 n; : antalet observationer for grupp i
gruppl
Vi1 o grupp3
e } Y11 — i1 — Y31
yl ———
----------------------- 72
y
grupp?2 V3,10
V21
"""""""""""""" V3
V2sg
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ANOVA

Man kan visa att f6ljande sammanhang géller:

SStot = SSt'r' + SSE:T@"

T k n;

k k
Z Z (yi; —9)° = Z'”-i -9+ Z Z (yij — i)?

i=1 j=1 i=1 i=1 j=1

SStot : "Total Sum of Squares”
SS¢r : "Sum of Squares for Treatments”

SSerr : "Sum of Squares for Error”

Yij: grupp i; observation j E

- d » __ totalaantalet
Y grandmean an =™ observationer
¥;: medelvarde for grupp i i=1

n; : antalet observationer for grupp i
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ANOVA: Testvariabel

‘o _ _\2 1 o 2 chi-kvadrat-férdelning med
S8y = Zni (9 — ) ) <S8~ x7(k—1) k — 1 frihetsgrader
i=1

k n
: 1 - _fa .
o =32 L oag a2 chi-kvadrat-fordelning med
SSerr = Z Z (vig — 1) o? §8err ~ X" (n = k) n — k frihetsgrader

i=1 j=1

2

A nﬂ) ~ F (n,m) F-fordelning med n frihetsgrader i taljaren
X (m} b och m frihetsgrader i namnaren
T

Allmant géller:

Om nollhypotesen &r sann galler darfor:

S8/ (k—1) F-fordelning med n frihetsgrader i
~F(k—1,n—F) taljaren och m frihetsgrader i
namnaren

F=220l 870
SSerr/(n — k)

(Om nollhypotesen dr sann kommer y;:orna frdn samma fordelning)
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ANOVA: Testvariabel

S8, (k—1 F-fordelning med n frihetsgrader i
tr/( ) ~F(k—1n—k) téljaren och m frihetsgrader i
namnaren

VAR
S58crr/(n — k)

k k n,;
SSh‘ - Z”c (ga - Q)Z S‘Serr‘ = Z Z (yij - gi)Z
i=1

i=1 j=1

o F-férdelningen antar bara positiva varden (kvot av kvadratsummor)

o testvariabeln F blir stor om avvikelserna av gruppmedelvirdena fran det
globala medelvardet (=téljare) blir stor jamfort med avvikelserna inom
grupperna (=namnare).

o med andra ord: testvariabeln F blir desto storre ju mer ndgon grupps
medelvarde avviker fran de andra (SS, blir storre).

o For stora virden av en observation for F borde darfor nollhypotesen
forkastas.

o Som forut for Z-testet och t-testet (foreldsning F12) forkastas darfor
nollhypotesen pa signifikansnivan @ om en observation for F overskrider
respektive a-kvantil for F.
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ANOVA: Kritiskt omrade

For en pa forhand fastlagd signifikansniva a kan det kritiska vardet w, for
testvariabeln F berdknas genom att krava att sannolikheten for felet typ I ska
vara lika med a:

S84/ (k— 1) ekvation for att berdkna w,, for
P (”tri > wq | Ho sann) = forbestimd a (= sannolikhet for
58err/(n — k) x fel typ 1)
H, forkastas fel typ I

Under H, ar termen pa vanster sida i parentesen F-fordelad, vi kan alltsa
skriva (dirmed ar betingningen "H, sann” inrdknad):
P(F>w,)=a med F~F(k—1,n-Fk)

Fy(k—1,n—k):
kvantil for F-fordelningmed k — 1
resp.n — k frihetsgrader

Allmant géller: P(F > F,(k—1.n—k))=a

Genom att jaimfora de sista bada utrycken far vi w, = F,(k — 1,n — k).
Nollhypotesen forkastas alltsd om en observation for F (= f,s) blir storre
anFy(k—1,n—k).
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ANOVA: Kritiskt omrade

H, forkastas om fx(x)

f()n'J.‘i >Et(k—1,n—k) o XNFa(k—]_,?‘L—k)

Kritiskt omrade, signifikansniva «a :

Q. = {fobs > Fy (k’ —1n— k)}

Om en observation for F hamnar i
det kritiska omradet (rod) forkastas =

nollhypotesen. . T —

o : 2 : . s
Antaganden: /
F,(k—1,n—k):

kvantil for F-fordelning med k — 1
resp.n — k frihetsgrader

o X; ~ N (eller ungefar sa)
o 0; = o (eller ungefar sd)
o oberoende stickprovsvarden
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ANOVA

Ibland har man inte alla observationer y;; tillgingliga, utan bara
stickprovsstorlekar, medelvarden och standardavvikelser for varje grupp.
I sé fall beriknas kvadratsummorna pa féljande sitt:

7= > ni - i n;: antalet observationer for grupp i
’ g

¥;: medelvarde for grupp i

k
T . 12 i: standardavvikelse o i
.S‘Sgr — Zni (y£ _ y) Si: Standardavvikelse 1or grupp t
i=1

ko ny k
SSerr = Z Z (yij — 171‘)2 = Z (nj —1)-s? seappendixet for harledning
i=1j=1 i=1
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ANOVA: antaganden

o Alla observationer maste vara oberoende av varandra.
o Populationerna maste (ungefir) vara normalfordelade.

o Kolmogorow-Smirnow testet, Shapiro-Wilk-testet, eller Anderson-
Darling-testet kan anvandas for att testa om fordelningarna avviker
signifikant fran normalférdelningen.

o Varianserna av alla grupper maste vara lika. Har man samma antal
observationer i varje grupp maste detta bara gélla ungefarligt.

o Levene testet eller Bartlett’s test kan anvdndas for att testa om
varianserna skiljer sig signifikant.

Vilket medelvarde avviker ?
o Ett post-hoc test kan svara pa denna fraga (efter att H, forkastas i ANOVA),
t. ex. Tukey’s test.
o Tukey’s test gor parvisa jamforelser och korrigerar samtidigt fér "multiple
testing”.
www.matstat.org
ANOVA: exempel, 4 grupper
a = 0.05 n=6; no=7; ng=6; nyg=4
A B C D Y1 =TH067; y2=T7843; y3=70.83; wy4=287.75
65 | 75 | 59 | 94 | o _miyidneyptngystneys U9 oo
87 | 69 | 78 | 89 nytne+ng +ng 23 '
&
73 | 83 | 67 | 80 ) 2
58S, = n; (g —y)° = 7126 59,
79 | 81 | 62 | 88 ' ; o My = 22 = 2375
81 | 72 | 83 koomi 5
69 | 79 | 76 S8err = Z; Z; (yij — §i)” = 1196.6 .
=1 j= o X
90 ﬂ"ferr = n j?]; =63.0
My, 237.5
Jobs = 30 T om0 20

Qu={F>Fy(k—1n—-Fk)}={F > Fyps(3,19)} = {F > 3.13}

Nollhypotesen forkastas. Minst ett vantevarde skiljer sig signifikant fran de
andra.
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ANOVA: exempel, alternativ berdakning

A B C D

65 75 59 94 A B C D

87 69 78 89

73 83 67 80 —
o To e o —> |y | 7567 | 7843 | 7083 | 87.75

81 72 83 Si 66.67 | 50.62 | 91.77 | 33.58

69 79 76

90

T g[ +n2-§2+n3-§3+n4-§4 _ 1179

=77.35
ny +ne +ng + ng 23

=

ke
SSi =Y i (G —)° = T12.8 M, =
=1

SS,  TI28 ..
o= = 2375
SSerr 119666

n—k 19

63

ke
SSerr =Y (ni—1)- 5] =1196.66  Mer, =
i=1 N

M, 2375 e

— —3.77 =~ alternativ formel (se appendix)

fobs - M., = 63.0 200

Qu={F>F,(k—1n—-Fk)}={F > Fye(3,19)} = {F > 3.13}

ANOVA: exempel 4 grupper

fr: tathetsfunktion
for testvariabel F
under H, Kritiskt omrade:

Qo = {F > Fy05(3,19)} = {F > 3.13}

observation:  fops = 3.77

a = 0.05

b T~ =37

wg = 3.13

Observationen for testvariabeln F overskrider det kritiska vardet.
Nollhypotesen forkastas darfor. Minst ett vintevarde avviker signifikant
fran de andra. (signifikansniva a = 0.05)

www.matstat.org




ANOVA med R

data(InsectSprays) R

levels(InsectSpraysSspray)
summary(InsectSpraysScount)
boxplot(count ~ spray, data = InsectSprays, col="green")

# 1. funktion “oneway.test”
oneway.test(count ~ spray, data = InsectSprays)

# Olika varianser i grupperna?
bartlett.test(count ~ spray, data = InsectSprays) # olika — problem!

# Icke-parametriskt test:
kruskal.test(count ~ spray, data = InsectSprays)

# 2. alternativ funktion fér ANOVA: aov

aov.out = aov(count ~ spray, data = InsectSprays)
summary(aov.out)

TukeyHSD(aov.out) # post-hoc test
plot(TukeyHSD(aov.out)) # parvisa differenser — signifikant skillnad om Kl:et inte omfattar nollan.
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Appendix

Hypotestest
Del 3: ANOVA
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Alternativ formel for SS,,-,

o - N2 - o
SSerr = E E (yij — Ui) dra isdr summan over i
i=1 j=1

ny g
o =2
bbe’rv‘ - Z (Jlj - Jl) + Z (y2j - 'JQ) + ...+ Z (yr’cj - yk‘)
j=1 Ji=1 j=1
AN v J AN v J \ )
(n—1)- 53 (ng —1) - 3 (g —1)- 5%
s 1 i i varians for grupp i. Det summeras oéver alla
ty si= n; — 1 " '| (yij — i) observationer for gruppen (éver index j )
j=
Yij: grupp i ; observation j
t.ex. s Y15 — i) ¥;: medelvirde for grupp i

n;: antalet observationeri grupp i

Om man skriver det sista uttrycket for SS,,,- som en summa igen foljer:
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F-test, fordelning for testvariabeln

SSerr — i Z Z {yij - fgi)z dra isdr summan over i

SSem' 1 il _
5 = 02 Z vij — i) T2 Z Y25 — ¥2) 5 Z (Ykj — Uk)

) Y g - J/ ;(_/
~ o (=) (1) ~ 2 i — 1)
k
SSer 7
:'\V 0;” ~x*(n—k) foratt Z(ﬂi—l):n—k
i=1
med Z e Yij: grupp i; observation j

¥;: medelvarde for grupp i

Ypi~ N(u,0) underH, n;: antalet observationeri grupp i
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F-test, fordelning for testvariabeln

i

k
58100 = Z Z (i — 9)°

i=1 j=1
kE n k
S5y, 1 — — B
S 3 Y -0 =) med Y omi=n
i=1 j=1 =1
Sstot _ SStr S‘Serr
o2 g2 + o2
2
~ X (n—1) ~ 2 i — k)

— 85, o 1) darfor att: adderas y2-férdelade slumpvariabler, sa
o2 X adderas deras frihetsgrader (y? ar "reproduktiv”)
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F-Test, fordelning for testvariabeln

S8,
; ~ k= 1)
S5, 2k —1)
S8y /(k—1) o (k—1) (k—1)
F = — ~ ~F(k—=1.n—-k
SSerr/(n — k) S58err xi(n — k) (k=Ln—k)

a2 (n—k) (n—k)
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