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Z-Test

testar en hypotes for viantevardet u i en normalférdelad population
Antagandet: standardavvikelsen ¢ ar kdnd.
Nollhypotes: Hy: it = g (¢o = hypotetiskt varde)
Alternativa Hypoteser:
Hg: > po (ensidigt test)
Hg:p < po (ensidigt test)
Hg:p # uo (tvasidigt test)

stickprov — X, (observation av skattningen X for u)

n X;~N(u,0)

- 1
n ;  skattning for u T = (Ih@’_._mn)
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Z-Testfor Hy: u > Ug

Nollhypotesen (H,) férkastas om en observation X,,s av skattningen X
overskrider ett kritiskt viarde w, i riktning mot den alternativa hypo-
tesen (bild), alltsa for X,,s > w,. Det kritiska virdet w, berdknas
utifran den pa forhand fastlagda signifikansnivan a¢ (= sannolikhet for
felet typ [; rott markerade area = vardet av «).

f 5 tathetsfunktion
for X under H,

Ha: > po

“ Xobs
T

Z-Test for H,: u > pg

Om nollhypotesen u = uq ar sann giller det att X; ~ N(uo, o) och darfor

_ . o B X — o o] en N(0,1)-variabel
X ~N (#U: ﬁ) |=> Z = 0./\/5 N(0.1) betecknas ofta med Z

For Hy: p > pg och signifikansnivén a kan det kritiska vérdet w, for testvariabeln
X berdknas med hjalp av f6ljande ekvation (se foreldsning F11) :

- ekvation for att berdkna
P(X > wa | Ho sa"rm) =a .
« W, for givet

H, f('j;"kastas fel typ |
Ekvationen betyder: sannolikheten att H, forkastas (trots att den ar sann),
ska vara a ( = sannolikhet for fel typ I). Genom att omforma i parentesen
far vi:
_ Under H, ar den vénstra termen i paren-
P (X — Ho Wa — !10) — o tesen N(0,1)-fordelad och vi kan beteckna

>
o/vn o/v/n den med Z. Betingningen ” H, sann” &r
darmed inrdknad.
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Z-Testfor Hy: u > uo

P X —po _ wWa—fo) _ Under H, r den vénstra termen i parentesen
a//n o/\n N(0,1)-férdelad, den betecknas darfor med Z.
Wo — Hp )_( — o
PlZz>"2"C)=n 7 = ~ N (0,1
( N ofvm =N @D
Allmént géller:
P(Z > X)) = Definition for kvantiler fér N(0,1)
i e . o Wa — Ho
Jamforelse av de sista bada uttrycken ger A, = ———F—
a/vn
g Kritiskt varde for X vid Z-test med H,: u > po;
=> Jov = /\ T a (]
Wa = o+ Aa Vn H, forkastas om X5 > Wy,

o
Nollhypotesen H, forkastas alltsd for Zops > f1o + Aa - ﬁ

www.matstat.org

Z-Test for H,: u > pg

Nollhypotesen H, forkastas alltsd for Tons > o + Aa - i

Jn

Tobs — Ho

o/vn

eller for > Aa

Vanligtvis anvands inte X, utan Z som testvariabel. En observation av Z
kan betecknas med z,;:

Fobs — 0 . . T-
Zobs — — 7 — observation av testvariabeln Z = =5
0'/\/5 o/\n

Nollhypotesen férkastas dirmed om Zops > Aa

www.matstat.org




Z-Testfor Hy: u > uo

Tohs — Fo . . T—
Tobs — T 7~ observation av testvariabeln Z = =—£2
a/n a/\n

Nollhypotesen forkastas om zgps > Ao

f7: tathetsfunktion
for testvariabeln Z
under Hy

Aq= kvantil fér N(0,1)

Ha: > po

0 T Z_obs

www.matstat.org

Z-Testfor Hy: u < Uo

Nollhypotesen (H,) férkastas om en observation X, av skattningen X
overskrider ett kritiskt varde w, i riktning mot den alternativa hypo-
tesen (bild), alltsd for x,,s < wy. Det kritiska vdrdet w, berdknas
utifrdn den pa forhand fastlagda signifikansnivan a (= sannolikhet for

felet typ D).

f %: tathetsfunktion
for X under H,

www.matstat.org




Z-Testfor H,: u < pg

Om nollhypotesen u = g ar sann giller det att X; ~ N(u, o) och darfor

_ o - X - o . en N(0,1)-variabel
X~N (#0: ﬁ) I=> Z= cr/ﬁ ~ N (0, 1) betecknas ofta med Z

For H,: u < ug och signifikansnivan a kan det kritiska vardet w, for testvariabeln
X beriknas med hjilp av féljande ekvation (se forelasning F11) :

= ekvation for att berakna
P(X<wm\Husann)=a .
« w, for givet a

/ !

H, forkastas fel typ I

Ekvationen betyder: sannolikheten att H, forkastas (trots att den &r sann),

ska vara a ( = sannolikhet for fel typ I). Genom att omforma i parentesen
far vi:

tesen N(0,1)-fordelad och vi kan beteckna
den med Z. Betingningen ” Hy sann” ar
darmed inrdknad.

X —po  wa — o
P(o/ﬁ < o/

Under H, ar den vanstra termen i paran-
) =

uwe.menzel@matstat.org

Z-Testfor H,: u < pg

X —po _ Wa—to — o  Under Hy 4r den vanstra termen i parentesen
cr/\/ﬁ O’/ﬁ N(0,1)-fordelad, den betecknas darfor med Z.
Wo — X—u
plz<eto)_y Z7=2""K0 L N(0,1)
IV oI

Allmant galler:

P (Z < *)\u) = foljer fran definitionen for kvantiler for N (0,1)

. .. . Q Wa — Ho
Jamforelse av de sista bada uttrycken ger —Ay = ——F—
a/vn
a s . N ~ X )
=> Wa = Ho — Ag * — Krltﬁskt varde“for_X vid Z-testet med Hy: 1 < po;
NG H, forkastas for X,y < wg
o

Nollhypotesen H, férkastas alltsd for Tobs < fio — Aa

Tn
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Z-Testfur H,: u < ug

Nollhypotesen H, férkastas alltsd for  Zops < pto — An - \%

Tobs — o

eller for TN < =Aq

Vanligtvis anvinds inte X, utan Z som testvariabel. En observation av Z
kan betecknas med z,; :

Tobs — 40 . . X—
Zobs = ——F 77— observation av testvariabeln Z = £
0‘/\/5 a/yn

Nollhypotesen férkastas dirmed om Zobs < —Aq

www.matstat.org

Z-Testfor Hy: u < U

Tohs — Fo . . X—
Zobs = T _; — observation av testvariabeln Z = =2
O’/\/ﬁ o/\n

Nollhypotesen forkastas om Zops < —Aq

f7: tathetsfunktion
for teststatistik Z
under Hy

Aq= kvantil fir N(0,1)

Hy:pu<po

N
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Z-Testfor Hy: p # U

Nollhypotesen (H,) férkastas om en observation X, av X dverskrider ett
av de kritiska virdena w, 1 = po + Ax, alltsa for |X,ps — po| > Ax (bild). De
kritiska vardena w,; berdknas utifrdin den pd forhand fastlagda
signifikansnivan a (= sannolikhet for felet typ I).

f %: tathetsfunktion
for X under H,

Ha: b # 1o

T fobs
w1 = Yo — Ax Wy = fy + Ax

www.matstat.org

Z-Testfur H,: u #+ py

Om nollhypotesen u = u, dr sann giller det att X; ~ N(uo, o) och darfor

¥ en N(0,1)-variabel

_ . T _ X — o AT
X ~N (HU:%) |=> 4= 0/\/5 ~ N (0, l) betecknas ofta med Z

For Hy: p # po och signifikansnivdn « kan de kritiska vardena w, ; for
testvariabeln X berdknas med hjilp av féljande ekvation (se foreldsning F11)

- ekvation for att berdkna
P (|X — | > Az | Ho smm) = f” Wyq = Ho + Ax for giveta

\

Y

H, wird verworfen Fehler Typ I

Ovanstéende formel anger sannolikheten att X blir antingen storre dn w, =
Uo + Ax eller mindre dn w; = yy — Ax. P4 grund av tathetsfunktionens
symmetri ar denna sannolikhet dubbelt s3 stor som sannolikheten att X blir
storre an w, (se bild ovan). Vi kan darfor férenkla ovanstdende ekvation —

www.matstat.org




Z-Testfor Hy: u # U

ekvation for att berdkna
Wy = Uy T Ax for giveta

P(|X — po| > Az | Hy sann) = a

2-P (X > o + Az | Hy S(mn) =« pga. symmetri
P (X > po+ Az | Hy sann) = a/2 omforma i parentesen —
X _u Az Under H, ar den vénstra termen i parentesen
( Ho > - ) =a/2 N(0,1)-fordelad — vi kan beteckna den med Z.
CT/\/ﬁ 0/\/ﬁ Betingningen "H, sann” ar dairmed inrdknad.
Ax X — o
plz>-22)—ap Z= ~ N (0,1
( o/ \/ﬁ) o/ o/va )

Allmant géller: P (Z > )\ﬂ/g) =a/2 genom jamforelse far vi »

Ax 4
= = Ax= A,/
)\n:/Z afvyn /2 ﬁ

_ a
Nollhypotesen H, forkastas alltsa for  [Zobs — 0] > Aasa - 7

www.matstat.org

Z-Testfor Hy: p # U

o
Nollhypotesen H, forkastas alltsd for — |[Tabs — fto| > Aaya - ﬁ

‘j’obs 7#()‘
a/vn

alltsa for > Aaj2

- X — o

/Z /v

Vanligtvis anvédnds inte X, utan Z som testvariabel. En observation av Z
kan betecknas med z,; :

Tobs — 40 . . X-
Zobs = ——F—— observation av testvariabeln Z = =52
(T/ﬁ o/\n

Nollhypotesen forkastas dirmed om |Zobs| > )\a/g

www.matstat.org




Z-Testfor Hy: u # Ug

Tohs — Fo . . T—
Zobs = — 7 —— observation av testvariabeln Z = £
a/n o/\n

Nollhypotesen forkastas om |Zobs| > )\Q/Q

f: tithetsfunktion Agq/2= kvantil fir N(0,1)

for testvariabeln Z
under H,

Ho:p # po

f 0 T " Zops

www.matstat.org

Sammanfattning: Z-Test

Hy Hg, Test

U=ty u> o ensidigt forkasta Hy om

Zobs }‘!.1.
n
_ 1
Lobs = — E Ty
3
i=1

H, H, Test forkasta Hy om

K= Ho u <l enSidigt Zobs < _)\u

Tohs — Fo

Zobs — W

Hy H, Test forkasta Hy om

U= Uy U #* Uo ensidigt “/2 a/Z [Zobs| > )\a/z

www.matstat.org —Aa/2 Aas2




t-Test for ett stickprov

o testar en hypotes for viantevardet u i en normalférdelad population
o Antagandet: standardavvikelsen o ar okdnd (skillnad till Z-testet!)
o Nollhypotes: Hy: i = g (po = hypotetiskt virde)

o Alternativa hypoteser:
Hg:p > po (ensidigt test)
Hy:p < po (ensidigt test)
Hgy: 1 # ug (tvasidigt test)

o stickprov — X, (observation av skattningen X for u)

=13 s2= LS (x o x)?
i=1

n n—1
i=1

skattning for u skattning for 2

www.matstat.org

t-testfor H,: u > uy

o Nollhypotesen (H,) férkastas om en observation %,,s av skattningen X
overskrider ett kritiskt viarde w, i riktning mot den alternativa hypo-
tesen. For H,: u > uo ar detta fallet om x,p5 > 1.

o Vi vet: En observation kan med en viss sannolikhet 6verskrida det
kritiska vdrdet i riktning mot den alternativa hypotesen, dven om
nollhypotesen ar sann (fel typ I).

o Det kritiska virdet w, justeras sa att sannolikheten for felet typ I antar
ett pa forhand fastlagd varde a (signifikansniva).

nollhypotesen accepteras nollhypotesen férkastas Hy:u > po
1 { >
T T Tz
= o © kritiskt omréde () b Xobs
[ (observation)
nollhypotes kritiskt varde

www.matstat.org
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t-testfor H,: u > ug

Om nollhypotesen u = u, ar sann giller det att X; ~ N(ug, o) och darfor

_ ) o - X — jp . en N(0,1)-variabel
X~N (#U: ﬁ) = Z= o/vn ~ N (0,1) betecknas ofta med Z

Standardavvikelsen o ar dock okind, darfér kan Z inte tillimpas som
testvariabel. (det gér inte att berakna ett numeriskt varde for en observation av
Z). Vi vet dock (forelasning F9) att vi far en t-fordelad variabel om o
ersatts med S i det ovanstdende uttrycket:

X - Ho | t(n—1) t(n — 1): Students t-fordelning med
S/v/n n — 1 frihetsgrader

Fordelningen for T ar helt kidnd; en observation av T kan berdknas
utifran stickprovet (i, ar den hypotetiska parametern, allts3 ocks& kind). En
observation av T ska i det foljande betecknas med t,; :

T—

T — . 1
T b 2
Tobs = Lobs — 10 opservationav T s = ] Z (xi — )
s/vn i=1

uwe.menzel@matstat.org

t-Testfor Hy,: u > o

t-fordelningen dr symmetrisk runt noll (bild). Om nollhypotesen ar sann
borde observationen t,,s inte ligga for langt frdn nollpunkten, for da
borde X,,s = po. Vi &r dock bendgna att acceptera den alternativa hypo-
tesen om X,ps > Uo. | detta fall antar t,,; stora positiva varden. Nar
slutligen t,,s > w, forkastas Hy till forman for den alternativa hypotesen.

(n—1) f: tathetsfunktion S |
fe for testvariabeln T T = I ~t(n—1)
under Hy K y

. 1 o Tobs — Mo
Ha- u > po ohs = ,_ng/\/'r_},
62 — 1 i (2, — 2)*
) n—14 o

W kritiskt varde

T " tobs
0 (observation)
We www.matstat.org
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t-Test for Hy: u > ug

For H,: ¢ > uy och en pa forhand fastlagd signifikansnivda a kan det kritiska

virdet w, for testvariabeln T berdknas genom att krava att sannolikheten for
felet typ I ska vara lika med a:

X- Lo N ekvation for att berdkna w, for givet
P S/ > wa | Hy sann | = o a (= sannolikhet for felet typ I)

»
\
T

H, forkastas fel typ I

Under H, ar termen pa vanster sida i parentesen t(n — 1)-fordelad, vi kan
alltsd skriva (betingningen "H, sann” &r dirmed inrdknad):
(uttrycket ar da och forst da t-fordelat om Hy ar sann, alltsa om p = )

P(T >wy)=a med T ~t(n—1)

Allmint giller:  — _ to(n — 1) = kvantil for t-fordelningen
§ P (T - t“(n 1)) @ med f = n — 1 och signifikansnivé

to(n —1). Hy forkastas alltsd om en observation av T (= t,ps ) blir storre dn
ta(n—1).

Genom att jamfora de sista bada uttrycken far vi det kritiska virdet w, =

www.matstat.org

t-Test for Hy: u > g

Nollhypotesen forkastas om fops > fo(n — 1)

Det kritiska omradet for signifikansniva a@ betecknas med Q, :
Qa = {tobs > tcv(n - 1)}

frin—1) fr: tathetsfunktion T— X —po t(n—1)
for testvariabel T S/vn
under H, =
ops = Tobs — HO
CO0Ss T
T s/Vm

H, forkastas om observationen t, ¢
hamnar i det kritiska omradet (rod).

te(n — 1) = kvantil for ¢t-férdelning med
f = n—1for signifikansniva a

T “ Tobs

ta(n—1) www.matstat.org
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t-Testfor Hy: u < W

o Nollhypotesen (H,) férkastas om en observation ¥,,s av skattningen X
overskrider ett kritiskt virde w, i riktning mot den alternativa hypotesen.
For H,: u < o ar detta fallet om X,p5 < po-

o Vi vet: En observation kan med en viss sannolikhet éverskrida det kritiska
véardet i riktning mot den alternativa hypotesen, dven om nollhypotesen &ar
sann (fel typ D).

o Det kritiska vardet w, justeras sa att sannolikheten for felet typ I antar ett pa
forhand fastlagd varde a (signifikansniva).

nollhypotesen forkastas nollhypotesen accepteras
i I 5
1 1 - _
kritiskt omrade(Q,) w U= o (b xobst_ )
e nollhypotes observation
Hy: i < o kritiskt varde

www.matstat.org

t-Test for Hy: u < g

Om nollhypotesen ar sann borde observationen t,;s inte ligga for langt
fran nollpunkten, for da borde X,ps = . Ar dock X,ps < Ho antar typg
stora negativa varden, och vi blir bendgna att acceptera den alternativa
hypotesen. Nér sluttligen t,,s < w, forkastas H till forman for den alter-
nativa hypotesen.

f;: tathetsfunktion

for testvariabeln T fln=1) T = X‘ —Ho (n—1)
under H, *c’/\/ﬁ

tope = Tobs — Mo

“obs — T —
Hq it < po s/

T

. 1
2 _ 72
88 =—— E (2, — T)

i=1

g kritiskt varde

T tobs
0 (observation)

www.matstat.org
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t-Test for Hy: u < g

For H,: i < 1y och en pa forhand fastlagd signifikansniva a kan det kritiska
vardet w, for testvariabeln T berdknas genom att krava att sannolikheten
for felet typ I ska vara lika med a:

¥ 1o ekvation for att berdkna w,, for givet
P (.S/—f < wy | Hy san-n.) =« a (= sannolikhet for felet typ I)
n R
H, forkastas feltyp I

Under H, ar termen pa vanster sida i parentesen t(n — 1)-fordelad, vi kan
alltsd skriva (betingningen "H, sann” dr dirmed inrdknad):

P(T <w,)=a med T~tn—1)

Allmant giller: P (T < —t, (n _ l)) —a to(n — 1) = kvantil for t-fordelningen

med f = n — 1 och signifikansniva a

Genom att jamfora de sista bada uttrycken far vi w, = —t,(n — 1).

Nollhypotesen H, forkastas alltsa om en observation av T (= t,s) blir
mindre dn —t,(n — 1).

www.matstat.org

t-Test for Hy: u < g

Nollhypotesen H, forkastas om tgps < —t(x('n, - l)

Det kritiska omradet for signifikansniva a betecknas med Q,, :

ch = {tr)f}s < _tr.r('n' - 1)}

fp: tathetsfunktion

X —po
for testvariabel T fe(n=1) T=——F—n~t(n-1)
S/v/n
under H, i
: _ Tobs — Mo
‘obs .9/7\/7_1,

Hqa:p <o

H, forkastas om observationen t, ¢
hamnar i det kritiska omradet (rod).

te(n — 1) = kvantil for ¢-férdelningen
med f =n — 1 for signifikansniva a

T (I) to bs

(observation)

www.matstat.org
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t-Test for H,: u #+ g

o Nollhypotesen (H,) férkastas om en observation ¥,,s av skattningen X
overskrider ett kritiskt varde w, i riktning mot den alternativa hypotesen
For Hy: 1 # o ar detta fallet om x5 < pg eller X5 > o.

o En observation kan med en viss sannolikhet dverskrida det kritiska vérdet i
riktning mot den alternativa hypotesen, d&ven om nollhypotesen &r sann (fel
typ D.

o Det kritiska vardet w,, justeras sa att sannolikheten for felet typ I antar ett pa
forhand fastlagd varde a (signifikansniva).

nollhypotesen | nollhypotesen ~ nollhypotesen
forkastas accepteras forkastas B
f { 1 > Xobs
kritiskt omrade U=y T kritiskt omrdde (observation)
(Qa) T nollhypotes Q)
—Wirit Wkrit )
Hy:p# po kritiskt virde kritiskt varde Ho:p # o

www.matstat.org

t-Test for H,: u #+ g

Under H, borde det gilla att %,,s ~ fo. Ar dock X,ps < Ug eller Xops > U
antar t,,s stora negativa eller positiva varden. I s fall 4r vi bendgna att
acceptera den alternativa hypotesen. Om t,,s < —Wyri¢ €ller tops > Wprir
forkastas H, till forman for den alternativa hypotesen (pga. t-férdelningens
symmetri ligger de kritiska viardena symmetriskt runt noll).

T:X—/J-O

~t(n—1
f(n—1) S/vn (n=1)

f;: tathetsfunktion
for testvariabeln T

under Hy _ Tobs — fo
f‘()bﬂ - = i =
. n
Hy:p# po

. 1
2 _ )2
§° = E (2, — T)

i=1

—wyri: Undre kritiskt varde
Wyric: Ovre kritiskt varde

- Lobs
T 0 T (observation)
—Wgrit Wgrit www.matstat.org
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t-Test for H,: u #+ po

For H,: u # 1o och en pa forhand fastlagd signifikansnivd a kan de kritiska
vardena twy,; for testvariabeln T berdaknas genom att krava att sannolikheten
for felet typ I ska vara lika med a:

" (‘ i/_\/%o

- v
N / \

H, forkastas fel typ I

ekvation for att berdkna w.;; for
> wirit | Ho sann ) = a givet a (= sannolikhet for felet typ )

1y
v

Pga. symmetrin (se bild ovan) adr denna sannolikhet dubbelt s& stor som
sannolikheten att testvariabeln 6verskrider det 6vre kritiska vardet:

X — o
9.p 220 it | Ho wahr | = a
(S/\/ﬁ > Wit | guan) !

Under Hj dr termen pa vénster sida i parentesen t(n — 1)-fordelad, vi kan
alltsa skriva (betingningen ”H, sann” dr dirmed inriknad):

P(T > wipit) = /2 med T ~tn—1)

www.matstat.org

t-Test for H,: u #+ g

P(T > wprit) =a/2 med T ~tn—1)

te/2(n — 1) = kvantil for t-
fordelningenfor f =n—1

Allmént géller: P (T > to5(n — 1)) = a/2
Genom att jamfora de sista bada uttrycken far vi for det 6vre kritiska vardet
Wkrit = ta/z(n -1.

H, forkastas alltsa om tops < —tg/2(n — 1) eller om tops > +tg/2(n — 1),
alltsd om |t,ps| > ta/2(n—1)

Nollhypotesen forkastas om  |{ops| = to,/g(n. -1)

Det kritiska omradet for signifikansnivan a betecknas med Q, :

Q, = {|t(,g,,9| > tyy2(n — 1)}

www.matstat.org
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t-Test for H,: p # g

Nollhypotesen forkastas om \t(,h,.;\ > to,/g(n. — l)

X — [t
T= ~t(n—1
spva Y
f;: tathetsfunktion n—1 _ Tobs — Ho
for testvariabeln T fil ) bobs s/\/n
under H,

H, forkastas om observationen t,
hamnar i det kritiska omradet (rod).
Ho:p # po
te/2(n — 1) = kvantil for t-férdelningen
med f = n — 1 for signifikansniva a

- top
T T (obser(i/;tion)

—tq(n—1) +tep(n—1)

|
I
0

www.matstat.org

Sammanfattning: t-Test

Hy H, test

U=ty u> o ensidigt forkasta Hy om

ta (n - 1) tubs > tu (ﬂ' - l)
1 " a
Tobs = ; Zl Ty
i=

Hy H, test

forkasta Hy om

u= o U< U ensidigt

a ;ta(n — tobs < —to (‘T? - ])

Tobs — Mo

Topg = ————
obs .9/\/5

Ho Hq test forkasta Hy om

M=o | wFpo | wasidigt | 9/ “fof tobs| > tasa(n—1)

www.matstat.org —tap(n—1) +to(n—1)




t-Test, exempel: Vita blodceller

Antalet vita blodceller per ml blod hos friska vuxna ar normalférdelad

med po = 7500 (mitt hos miljontals manniskor, kan dirfér anses som sanna
populationsparameter)

Fraga: Har astronauter samma genomsnittliga koncentration av vita blodceller?
Nollhypotes Hy: u = pg = 7500

Alternativ hypotes Hg: 4 # o (vihar ingen aning at vilket hall 4 kan avvika)

Signifikansnivd o = 0.05

Stickprov: 7130, 6845, 7055, 7235, 7200, 7450, 7750, 7950, 7340, 7150
%ops = 73105 ; s =330.1

Tohs — 7310.5 — 7500
Observation for testvariabel:  fops = obs — 10 _ = —1.815

www.matstat.org

t-Test, exempel: Vita blodceller

Observation for _ Zobs — fto _ 7310.5 = 7500
. 2l*u").w - = = —1.815
testvariabel : s/ m 330.1/ 15 =22

Kritiskt omrade: 2, = {|t(,;,h.\ > toye(n — ])} for tvasidigt test

taja(n —1) = tg.o25(9) = 2.262

Jamfor testvariabeln med det kritiska vardet:

|tobs| = 1.815 < 2.262 = t0.025(9)

Testvariabelns observation t,,s ligger inte i det kritiska omradet.
Nollhypotesen kan inte forkastas. Vi kan inte pasta att astronauter har en
koncentration av vita blodceller som avviker fran "jordpopulationen”. (Att
forkasta nollhypotesen kan dock vara mojligt med ett storre stickprov ...)

www.matstat.org
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Berdkning av p-vardet, H,: u > ug
X~ N(p,0) o okand Ho=puo  Hyu> g

p-vérdet ar sannolikheten av en erhallen observation, eller &nnu mer extrema
observationer, givet att nollhypotesen dr sann.

Under H, giller T ~ t(n — 1)
pZP(T>t0bS)=1_P(TSt0bs)
=1- Fl',(nfl)(toba) - Ft(nfl)(_toba)

(se appendixet)

filn—1)

Fn—1)(t) = fordelningsfunktion for
Student’s ¢, for n — 1 frihetsgrader

X—]I.g

T = ~t(n—1

p siva "L
i -t Tobs — 140
0 T (testvariabel) Lobs = W

tobs

www.matstat.org

Berdakning av p-vardet, H,: u < ug

X; ~ N (p, ) o okand Ho: i = o Hy:u < g

p-vardet ar sannolikheten av en erhallen observation, eller annu mer extrema
observationer, givet att nollhypotesen ar sann.

Under Hy gillerT ~ t(n — 1)
ft(n— 1) P= P(T < tobs) = Ff(ﬂ,f])(t()bﬂ)

Fi(n-1)(t) = fordelningsfunktion for
Student’s t, for n — 1 frihetsgrader

X —po
T= ~tn-1
NG (n—1)
p -
| . tope = Lobs — Ho
I s s/
T 0 (testvariabel) IV
—tobs

www.matstat.org
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Berdakning av p-vardet, H,: u # U
X;~N{u,a) o okand Hy: = o Hy: p# Uo

p-vardet ar lika med sannolikheten att erhalla ett utfall av testvariabeln minst
sd extremt som det faktiskt observerade, givet att nollhypotesen ar sann.

Under H, géller T ~ t(n — 1) positiv!

fe(ln—1) /
p=P (|T‘ > tobs) =2 P(T > |tobs‘)

=2+ [L= P(T < Jtana)] =2+ [1 = Figno) (tons )

=2 Ft(nfl) (_|t0bs|)

Fn-1)(t) = fordelningsfunktion for
Student’s t, for n — 1 frihetsgrader

T 0 T (testvariabel)
—tops t+iops

www.matstat.org

t-Test med R
Pttest  #hjalp
x=c(32.2,32,30.4,31,31.2,31.2,30.3, 29.6, 30.5, 30.8)
hypotes 1—a
Hg: > po \ \

t.test(x, alternative = "greater", mu = 30, conf.level = 0.95)
tobs P

N
Hg:p <o
t.test(x, alternative = "less", mu = 30, conflevel = 0.95)
p /tobs
Hg:p # po
t.test(x, alternative = “two.sided", mu = 30, conf.level = 0.95)
P/2/ tobs 2
\ 14

www.matstat.org
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t-Test for tva stickprov
("Two-sample t-test”)

o testar om tvd oberoende, normalfordelade populationer uppvisar en viss
hypotetisk skillnad Ax mellan sina viantevarden

(mest testas om Ay = 0)
o Nollhypotes: Hy: py — iy = Apg
Apg mest 0, alltsd Hy: i, =

o tvd stickprov = Xops ; ¥obs ; Sx ; Sy (observationer av punktskattningar)

X; ~ N (phy,0,) 0y okdnd x = (r1,T2,...2,) stickprov1

Y; ~ N (yy,0,) Oy okand Yy = (y'l s Y2, .. -ym) stickprov 2

; 1 & 1
‘2 p— y;, — 7] 2 ‘2 = T: — T 2
Eh - i:E 1 (vi —7) 52 E (z; — )

punktskattning for o, punktskattning for .2

www.matstat.org

Kritiska omraden, fall a)

Fall a) Standardavvikelser okdnda, men lika 6, = 0, = 0
(detta antagande hade vi redan for intervallskattning, féreldsning F9).

X-Y-Ap
testvariabel T = -~ HO t(ne+mny—2) f=netn, -2
(under Hy) Sp - 1o L frihetsgrader
Mo Ty
, Tobs — Yobs )
observation lops = % for Ho: Apo = 0 (ux = pty)
Sp . T a

"pooled standard deviation”

.w%Wﬁ+%Uﬁ
TN e D)

T~i(f) = P(IT| > tas(f)) = a t(H)
Kritiska omraden for tvasidigt test,
signifikansniva a: a2 a/2

Q(} - {‘tobsl > tﬂ/?(f)} for  Ha: Ap#0

(gor ensidiga test analogt, se formelsamling pa matstat.org)

www.matstat.org
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Kritiska omraden, fall b)

Fall b) Standardavvikelser okdnda och olika o, # o,
(Welch-Test, Smith-Satterthwaite-Test)

. X-Y
testvariabel T = ——_— t(f) fiir Ho: Ao = 0 (i = 1y)
(under Hy) 52 53
N oy

-iuhs - gubs

observation tobs = for Ho: Apg =0 (px = py)

T~t(f) = P(|T|>tap(f) =a
Kritiska omraden(tvasidigt), signifikansniva a: a 2

Q, = {|i0{,3| > ta/g(f)} for H,:Ap#0

www.matstat.org

t-Test for tva parade stickprov

Person A B C D E F G H

fore 78.1 66.9 74.3 72.5 90.9 78.3 68.4 72.5

efter 79.2 67.0 77.1 73.3

92.0 78.1 68.4 72.9

Modell for parade stickprov (repetition fran forelasning F9):

Xi~N (JUW,: U:z:)

systematisk forskjutning Ap
Yi~N (}'—La + A.U'a Jy)

mellan bada grupper

Zi =Y, - X;
Zi~ N (Ap, o)

berdknas

fordelning for Z;

= fo
Z~N|Ap, — fordelning fér medelvardetav Z;
NiD

g, = 0';2:+{75*2'p'0'w0'y
W_/
C’(X,Y) =P 0z0y

standardavvikelse for o, (okdnd)

kovarians mellan X och Y

22



t-Test for tva parade stickprov

o Nollhypotes: Hy: Ap = Apgy
o Apg mest 0, alltsd Hy: Ap = 0 (ingen skillnad)

Z~N (A#_‘ 7= ) fordelning for medelvirdetav Z;
n
Z=200 _ N(0,1) g, ar dockokind, dirfor a, — S, som forut
o/ '
7 — Apg . RS 512
T=2""=1 -1 i d sz = i
Svn (n—1) testvariabel med S? — Z (2 - 2)

i=1
Zobs

s:/v/n
1 & . 1 = _ .3
Zobs = — Z Zi 5§ = E (2i — Zobs)
71 4 n—1~:4
=1 i=1

observation  f,ps = for Aug=0 = Hy: Au=0

www.matstat.org

t-Test for tva parade stickprov

Z — A
YN

Som vanligt forkastar vi nollhypotesen om en observation av testvariabeln T
ligger for ldngt i riktning mot den alternativa hypotesen, alltsd om den
overskrider kvantilen t,(n — 1) resp. ty/,(n — 1) i riktning mot den alter-
nativa hypotesen:

Testvariabel T = ~t(n—1) observation Hg:p > o

forkasta Hy om

Hypu>p P(T>ty(n—1) =«
a 0 ( a( )) ‘ tobs >tu(n7 l)

krit. omrade 2y = {lops > ta(n — 1)} & sionifik .
51gn1 1Kansniva a

Hypu<py P(T<—ta(n—1)=a forkasta Hy om

krit. omrade €, = {tops < —ta(n —1)} o tobs < —ta(n—1)

Ho: o # o PUT‘ > taya(n — 1)) =a forkasta H, om

krit. omrade glr.v = {‘tubs| > ta/‘«.’(n - ])} ll/ o |tobs‘ > tcz/Q (TL — 1)
2 /2

www.matstat.org
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Sammanfattning: ¢t-Test for tva parade
stickprov
X ~ N(pioz)
Yi ~ N(pi+Apoy)

.  Zobs Zp= Y~ T Zobs = Z %
testvariabel: Tobs = n i=1
s:/vn

) 1 -
“"ﬁ = n—1 Z (Zg - Z(xba)
i=1

o Nollhypotes Hy: Apu =0 (eller Au = Augp)

o Alternativ hypotes H,: Au # 0 eller Ay >0 eller Au<0
o signifikansniva bestdms, t. ex. a = 0.05

o observation av testvariabeln berdknas t,,; = -

o H, forkastas om t,,s ligger i det kritiska omradet Q.

0Ox,y Okanda Hy: Ap=20

Hoipb > po Qo = {tops > ta(n — 1)}
Hyiu<pg 0= {tops < —ta(n—1)}

Ha: 1% * Ho ng\a = {|tobs‘ > td/2(n - ])}

www.matstat.org

t-Test med R

hypotes

1-a
Ett stickprov, Ho: = g ; Hg: 1t # g \ \ R
t.test(x, alternative = "two.sided", mu = 7500, conflevel = 0.95)

Tva stickproy, lika varianser, Ho: e = iy ; Hg Uy # [y
t.test(x, y, alternative = "two.sided", mu =0, var.equal = TRUE, conf.level = 0.95)

Tva stickprov, olika varianser, Ho: ly = fhy ; Hgt iy # [ty
t.test(x, y, alternative = "two.sided", mu =0, var.equal = FALSE, conflevel = 0.95)

Tva parade stickprov, Hy: A = 0; Hy: A # 0
t.test(x1, y1, alternative = "two.sided", paired = TRUE , mu =0, conf.level = 0.95)

Ar X, Y normalfordelade?:

hist(x, col="red")  # histogram, borde ungefar se ut som en normalférdelning
ggnorm(x); qqgline(x, col ="red”) # punkterna borde ungefar ligga pa den roda linjen
# normalfordelning avslas med: ad.test (library(nortest) ; ks.test ; shapiro.test

www.matstat.org
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Appendix

Hypotestest, del 2

Uwe Menzel, 2018
uwe.menzel@matstat.org

www.matstat.org

Symmetri och fordelningsfunktion

Om tdthetsfunktionen ar symmetrisk kring noll [t.ex. N, t(f) | giller
for fordelningsfunktionen att::

F(—t) =1—-F(¢t)

fr(x)

F(-t) 1-F(t)

www.matstat.org
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Chi-kvadrat-férdelningen

n =2
Z(Xi-_X) 2
- i= ?’1718
W ==t X _( 2) ~x(n 1)
o o

Detta giller allmint om X;:erna dr oberoende, normalfordelade slumpvariabler
med standardavvikelsen o.
Xi~Nipo)

Tithetsfunktionen fér y? for olika
frihetsgrader f.

Observationerna X; maste komma
fran en normalfordelning.

04

00

www.matstat.org

t-fordelningen
( Students fordelning )

Antaganden: 7 ~ N(0,1) William Gosset

("Student”)
W~ x*(v)

Om slumpvariablerna Z och W ar oberoende och har ovanstaende
fordelningar har foljande kvot en sa kallad t-fordelning:

= ~t)
\/E t-fordelning med v frihetsgrader
v
el
0 (L8 .
ft) = NSO 1+ tathetsfunktion

www.matstat.org
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Students t-fordelning

o Z~N(0,1) standardiserad normalfordelning
o W~x2() Chi-kvadrat-férdelning, 14t v = n — 1 (frihetsgrader)
o Zoch W oberoende

Z = ~ N(0,1 W=(n-1)— ~ -1
S~ N0 (1= 1) 2 ~ % - 1)
BV () v X - e

W o (n—1)-82 - S o S/\/ﬁ
v o2-(n—1)

Vanster sida ar t(n — 1) - fordelad, alltsd maste detta dven galler for
hoger sida:

X — o
S/v/n

~ t(n _ 1) Slumpvariablerna X; maste vara
normalférdelade och oberoende.

www.matstat.org

Students t-fordelning

Tathetsfunktion for t-fordelningen for olika frihetsgrader och
jamforelse med N (0,1)

= _]
=)

fx () — N(O.1)

t(5)

0.3
|

0.2
|

0.1

0.0
|

(el
f(t) M 14 ﬁ R Tathetsfunktion
) v v = antalet frihetsgrader

www.matstat.org
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d area=qo
Xet(f
Kvantiler for o &0
t-férdelningen fla 010 005 002 001 0005 0001 0.0005
1 3.08 6.31 12.71 31.82 63.66 31831 636.62
2 1.89 292 4.30 6.96 9.92 22.33 31.60
3 1.64 235 3.18 4.54 5.84 10.21 12.92
4 1.53 213 2.78 3.75 4.60 717 8.61
TI df=6 5 148 20 2.57 3.36 4.03 5.89 6.87
04 6 1.44 245 3.14 3.71 5.21 5.96
7 1.41 8 2.36 3.00 3.50 4.79 5.41
8 140 1.86 2.31 2.90 3.36 4.50 5.04
9 1.38 1.83 2.26 2.82 3.25 4.30 4.78
0.3 10 1.37 181 2.23 2.76 3.17 4.14 4.59
11 1.36  1.80 2.20 2.72 3.11 4.02 4.44
12 1.36 1.78 2.18 2.68 3.05 3.93 4.32
0.2 13 1.35 177 2.16 2.65 3.01 3.85 4.22
14 1.35 1.76 2.14 2.62 2.98 3.79 4.14
f = 6 15 1.34 175 2.13 2.60 2.95 3.73 4.07
0.1 16 1.34 1.75 2.12 2.58 2.92 3.69 4.01
17 1.33 174 2.11 2.57 2.90 3.65 3.97
0.05 18 133 173 210 255 2.88 361  3.92
a 19 1.33 173 2.09 2.54 2.86 3.58 3.88
. 0 1.94 20 1.33 172 2.09 2.53 2.85 3.55 3.85
21 1.32 172 2.08 2.52 2.83 3.53 3.82
22 132 1.72 2.07 2.51 2.82 3.50 3.79
23 1.32 1.71 2.07 2.50 2.81 3.48 3.77
. X L . X 24 132 171 206 249 280 347 3.75
t-fordelningen ar lite bredare an N, men ju 25 132 171 206 249 279 345 373
storre n blir, desto mera liknar de varandra 26 131 171 206 248 278 343 371
. o . 27 1.31 1.70 2.05 2.47 2.77 3.42 3.69
(sesistaraden i tabellen). 28 131 170 205 247 276 341  3.67
29 1.31 1.70 2.05 2.46 2.76 3.40 3.66
30 1.31 1.70 2.04 2.46 2.75 3.39 3.65
40 1.30 1.68 2.02 2.42 2.70 3.31 3.55
60 1.30 1.67 2.00 2.39 2.66 3.23 3.46
www.matstat.org 120 120 166 1.98 236 262 316 337
oo 1.28 1.64 1.96 2.33 2.58 3.09 3.20 = \/{4
. o
t-Test, Kritiska omraden
7 Ho: p=p
. ; _ : 0
Observation av Lope = Lobs — Ho
. “00s T
testvariabel s//m
H, test kritiskt omrade
U > o ensidigt Qp ={t >t,(n—1)} a
H, test kritiskt omrade
u < o ensidigt Q ={t<—-t,(n—1)} o
H, test kritiskt omrade
U * U tvasidigt Q, = {ltl > ta, (n— 1)} @ a,

www.matstat.org
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