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Linjar Regression
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x; : oberoende variabler (prediktorer, kovariater)
* kanda, inga slumpvariabler!

y; : beroende variabler (malvariabler, responsvariabler)
* behiftade med brus (matningar), slumpvariabler
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Linjar Regression
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Vi antar att det finns ett linjart samband mellan x och y:
y=a+pf-x

* aoch f ar okdnda, vi soker skattningar for dem

» skattningarna berdknas baserat pa ett stickprov

* stickprov = méatningar av talpar (x;, y;)

www.matstat.org

Modell for bruset
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Modell for att hantera bruset:

yi=a+B-x;+¢ i=12,-,n n = antal mitningar (stickprovsstorlek)

E(Si) =0

&; = "brus” & ~N(0,0)
l : V(g) =02
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Modell for bruset

Antaganden:

* g normalfordelade
f)
* & oberoende

&; har alla samma varians (“homoscedasticity”)

Bild tagen fran: Wackerly et al.,
ISBN 0-534-37741-6

www.matstat.org

Att hitta den basta regressionslinjen

r
Y Minsta-kvadrat metoden
. et ("least squares method”):
165 -7 n
R Q= Zg? = Min
3 - £ .
’/-/ . i=1
* e
Bl gt Q : kvadratsumma
"sum of squares”)
X ox X % Xs X

* regressionslinjen ( ------

) ska laggas sa att Q minimeras

anvander kvadraten av ¢; sd att positiva och negativa virden inte jaimnar ut
varandra

Attbestimma a och B si att Q mimimeras:

n n
Qla.3)= ZE? = Z (yi — o — B-2;)? = Min
i=1 i=1

www.matstat.org
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Att hitta den basta regressionslinjen

Q(a,8) = Zef = Z (yi—a—B-z,)° = Min
i=1 i=1

8 n
8—Q = 722(7;57(1761',;) =0
:D @ i=1 partiella deriveringar
9 - masta vara noll
Bg = -2 ; xi (yi —a— fBx;) =0
n n
Zyi —n-a—ﬁZ:ri =0
i—1 = =i linjara ekvationer for @ och
::> n n n (allt annat kant fran stickprovet)
Z Yi T — o Z x—f3 Z a?i=0 tvd ekvationer, tva variabler
i=1 T =1 = i=1

Uwe Menzel, 2017

Att hitta den basta regressionslinjen

Losningar: | g8* = Sy at =y - gz skattningar fér « och

wn

T

( med ekvation 1)

n

n
Sey =3 (2= &) (yi =9) = D_ @i yi —nZy
i=1

i=1

n

n

52 =5

S:.‘.r: - E (Ii - -L) - E .L? — T.’,.'L'z
i=1

i=1

OBS!: a™ och f* ar slumpvariabler (beror pa stickprovet) :
nytt stickprov dndrar & — y; > Sy, - a”

For varje x, far man nu en skattning av malvariabeln (x, maste inte
stimma 6verens med nagon matt x;):

o =+ 3% xg

www.matstat.org




Skattning av brusets varians

Vi ville minimera Q. Hur stort blev det?: Q(a,8) = X;(y; —a — B - x)?

Lat oss mata in de virdena som minimerar @, alltsa a* och §*:

n n

Qo= Wi—a =Bz) =Y [l—-§+8 72—
i=1 i=1 S—
n —a*
= e — ) — B — 72 = _ Q2 (helt kénd fran
a Zl (v = 9) = B7(@i =D)" = ... = Syy = 55y /S stickprovet)

2

Man kan anvianda Maximum-Likelihood-metoden for att hitta en skattning for o~.

Detta ger /. Skattningen maste dock korrigeras for att bli vintevardesriktig:

2 _ Qo B (s2) — o2 s?aren véin.t.evér?esrikt.ig §kattning ft')r"az
Sp = n—2 (37‘) =0 (och s, en vantevardesriktig skattning for o)
(6?)* =s? o* = s,  skattning for varians/std.avvikelse av bruset ¢

Denna formel ar dskadlig: ju storre Q = ¥; €2, desto stérre o (se bild ovan).

www.matstat.org

Att hitta den béasta regressionslinjen

Exempel 14.2: Bilirubinhalt (x) och proteinkoncentration (y) i
ryggmargsvatskan hos nyfédda.

x | 0.14 0.08 007 026 0.08 002 003 022 006 023
y 83 65 71 140 135 30 30 128 80 168

x | 029 0.04 013 014 007 005 013 0.06 0.05 0.08
139 88 121 125 56 98 101 96 73 116

x=0.1115 3 x*=10.3701
Sex = 3 x? — nx? = 0.3701 — 20 - 0.1115% = 0.1215

y=97.15 3 y?=215061
Sy = 3. y? — ny? = 215061 — 20 - 97.15% = 26299

ZX,‘)/,‘ = 2590.79
S = > xiyj — nXy = 250.79 — 20 - 0.1115 - 97.15 = 43.1455

www.matstat.org
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Exempel, fortsattning

Exempel 14.2: Bilirubinhalt (x) och proteinkoncentration (y) i
ryggmargsvatskan hos nyfédda.

S, 43.1455
B =2 — =355.2 lutning
S 0.1215 —

a*=y—p"-x=97.15-355.2-0.1115 = 57.5

Skattning for maélvariablen:
dven for x som aldrig matts

p*=a*+p3*-x=575+355.2-x

For varje givet x kan nu den forvantade koncentrationen beraknas.

Berakning av regressionslinjen

For varje x, far man nu en skattning av malvariabeln:

A
Yi . “ 4 g
g = + 0" -1 . .
Ho F a .- < regressionslinje:
us il * lutning: g*
//’ * intercept: a*
/”
>“*
>
>
Xo Xi

o X kan dven ligga mellan de métta x;-vardena

o a” och * ar slumpvariabler — y, dr en slumpvariabel (férandras
nar nytt stickprov tas).

www.matstat.org
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Fordelningarna for de skattade variablerna

Vi har sett att a*, 8%, ug, ... ar slumpvariabler. Vilken fordelning har de?

i=atfoxt gl i=12." maélvariablerna y; r
normalfordelade, eftersom bruset
& ar normalfordelat

Man kan rikna ut att (lite krangligt, se appendixet):

mn
- T; — T
8" = § ci-y; med ¢ = ?5. a” och B* ar linjarkombinationer av
g T .. .
i=1 normalférdelade slumpvariabler (y;)

T
‘ 1
at = E di-y; med d; = — — ¢z

> = [@FN_

—> Regressionsvariablerna a*, 8*, i} ir normalfordelade.

www.matstat.org

Fordelningarna for de skattade variablerna

Regressionsvariablerna a*, 8%, 1y ar normalfordelade. Vi kan rakna ut deras
vantevarde, varians och standardavvikelse:

E@E)=...=8

2 n
V() =...= < -

5 konsistent, eftersom Sy, =
“S.’r.‘r

vantevardesriktig skattning (se appendix for harledning)

(x;—%)?% > condr n - o

=1

n
E(,ua) =FE(a"+8"-a)=F (Z (d; + ¢; - wp) - Yl) =...=a+ fBry= o

i=1

- 1 1

Vipg) =V 4+ 8% xg) =V (;(n+(ﬁ(q}$)}ﬁ) mit d; =~ —¢; %
of 1 (xo— 7)*
=...=0 (= + B (variansen ar stor ndr x, ligger langt ifrdn x )
v T

Vantevirde och varians for a* foljer fran uttrycket for p; genom att sitta x, = 0

Uwe Menzel, 2017




Fordelningarna for de skattade variablerna

Vivet nu att a*, 8%, ug ar normalférdelade, och vi vet vilka vanteviarden och
vilka standardavvikelser de har. Det betyder att vi kdnner till deras férdelning:

8 ~ NI[g o fordelning for skattningen av

: RV lutningen (om g; ~ N)

o ~ Nl|a oy/=+ (z) fordelnmg for skattningen av
n Spn interceptet (om &; ~ N)

fordelning for skattningen av
malvariabeln (om g; ~ N)
for x, = 0 blir detta férdelningen for a

gy ~ N

Alla skattningar ar vantevardesriktiga och konsistenta.

www.matstat.org

Konfidensintervall for 5

Vi vill rdkna ut ett intervall som omfattar det sanna virdet f med en
viss sannolikhet (oftast 95%) = konfidensintervall.

Vi utnyttjar fordelningen for £*, som vi har fatt ovan:

B~ N (18 g ) fordelning for skattningen

Sea av lutningen
gt =5 ~ N (U 1) Om o var kdnt hade detta varit en
af I ’ referensvariabel.

Om o inte ar ként ersatts 0 med respektive skattning s,.. Som vi har sett forut (t. ex.
forelasning intervallskattning, F9) maste darfor férdelningen dndras:

oS

-3 ) Om o ar okdnt ar detta en referensvariabel (som foljer
— ~{(n—2) " X .

br/\/i t-fordelningen med n — 2 frihetsgrader).

www.matstat.org
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Konfidensintervall for

B -8
. ~1(n—2) referensvariabel 0= Sr

1. Hitta en referensvariabel

Stang in referensvariabeln mellan kvantilgranserna

3. Stdngin parametern som ska skattas mellan kdnda storheter genom att
omforma i parentesen P(...)

N

Ig =3+ ta/z{n —2)- Sr (1 - a) - 100% konfidensintervall for
’ : Sox lutningen (nér o ar okand)
A
f | \

punktskattning kvantil  medelfel

Analogt kan vi hérleda ett konfidensintervall for interceptet a :

(1 - a)-100% KI for interceptet

Io=a" £ty/2(n—2)- s, - (& okand)

Lutningen ar viktigast: om lutningen inte ar noll (dvs. om Kl:et inte gar 6ver noll)
betyder det att det finns ett samband mellan x och y.

www.matstat.org

Exempel, KI for 5

Exempel 14.2: Bilirubinhalt (x) och proteinkoncentration (y).
S =0.1215 S, =26209 S, —43.1455 3* = 3552

Sokes: 95% konfidensintervall for lutningen £3:

_ 2 43.1455% _
Qo= Sy — 2 = 26200 — 431455 _ 10073

s=/Qo/(n—2)=/10973/(20 — 2) = 24.7

5 247
d= VS« — V01215 70.9

ta/2(’7 — 2) = t0,025(18) =21

ls = Blps £ toa(n —2) - d = 355.2 £ 2.1-70.9 = (210, 500)

www.matstat.org
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Konfidensintervall for u,

gy —
% ~t(n—2) referensvariabel wenn o — s,

dar medelfel

Hitta en referensvariabel
Stdng in referensvariabeln mellan kvantilgranserna

Stdng in parametern som ska skattas mellan kdnda storheter genom att
omforma i parentesen P(...)

»

* (1 — a) - 100% konfidensintervall for
j,u-n 0 /2

s R X malvariabeln (o okidnd)
[ \ \

punktskattning  kvantil ~ medelfel

www.matstat.org

Sammanfattning: KI for regression
a) o kand

www.matstat.org
- o n
[;3 = {{-’? £ ’\a/2 N

S S:lf:!.‘ = § :E? —nT
e ‘

n
Say = E Ty — NEY
i=1

I_u_(, =}'.l(,§:t)\n/2'0"

Io=a"+t Ay 0

52
Qo = Syy — S_:“j
b) o kand - 0
Ip=p"+ta2(n—-2)- Sr n—2

I_Un - Ju(,; + t(l/Z(n - 2) NCE

l i T fas fran I, for xo = 0
n o S py = a® + 3 ag

Io=0a"%£t,pn—2) s,

Uwe Menzel, 2017

2020-06-23
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Exempel, KI for p,

Exempel 14.2: Bilirubinhalt (x) och proteinkoncentration (y).

X =0.1115 5, =0.1215 a* =575 [*=23552

s=247 (samma s = \/Qu/(n — 2) men annat d)

Stékes: 95% konfidensintervall for 119 nar xg = 0.2:

[y = a* + 5% - xg = 57.5 + 355.2- 0.2 ~ 129

_ 2
o =22 _ o, 7\/ (0:2-0IL5F g 5
20 7 01215

= fibpsEta(n—2)-d = 1294 tg 0p5(18)-8.38 = (110, 150)

/

Ho

www.matstat.org

Konfidensintervall for y,

(1—a)-100% KI for

I.un = .U-':) + to/’i(n —2)-5 malvariabeln

Xo ar den punkt pd x-axeln for den vi vill ha ett KI for malvariabeln.
Ovanstdende formel visar att konfidensintervallet blir bredare om x, ar
langre bort fran ¥ (fran medelvardet av alla x-virden), eftersom medelfelet
blir storre. Konfidensintervallet har darfor foljande (typisk) form:

o langre bort fran x blir
skattningarna mera osdkra
(KI:et blir bredare)

o en extrapolation langt bort fran
alla x; ar darfor mycket osdker

Bild fran
https://rpubs.com/aaronsc32/regress
ion-confidence-prediction-intervals

www.matstat.org
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Forklaringsgrad (R?)

Hur bra "fungerade” regressionslinjen ?

R = 58rey 1 S55;es 1 Z; (¥ — 3/:)2 _ S.zy Forklaringsgrad,
S5Stot S5Si01 Z'i (?;7 - 1})2 Syz - Syy definition
A
Yi
y;— e . . 880t = Z (y: — 3})2 total "Sum of Squares”
i ' Le -
|- i
. ! 55— Z (v _)2 ”"Sum of Squares”
e ¥ rea = 2 Wi T Y for regression
® !
* -] _ %2 "Sumof Squares”
Pl ¢ 55res = Z (i — i) for residuer
- [
J:tl )22 21.’3 x;j x:6 x: SStor = S‘Sr'sg + 55,es
www.matstat.org
Forklaringsgrad (R?)
Hur bra "fungerade” regressionslinjen ?
2
R2 _ SSfr(:g -1 Ssrps —1- zi (yz - y,,) _ S;%y
SStot S50t 21 (y,,' - 1])2 Sz - Syy
ry ry
¥ R%liten Y R%stor
. _ LI
L] Prad -8
T e C,fi‘
al’ .’,’
® T e
- * . _-
™ ’_," . L] ’.”;
- X - X
dalig anpassning —— (0 < R? < 1 «— braanpassning
Cxy korrelationskoefficient
2 _ .2 .. - . —
R* = 7y, (for enkel linjér regression) Txy e Sy Cey= Kovarians

www.matstat.org
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Icke-linjart sammanhang mellan x och y

o vikan dnda anvénda linjar regression
o med "linjar” menas att koefficienterna a och 8 upptrader linjart i modellformeln

Exempel 1: kvadratiskt samband

yvi=a+p- xiz + ¢ kvadratisk term for x
\(./
z; = xl-z x; ar ju kdnda, z; = "nya” matvarden
yvi=a+pf-zi+¢g vanlig linjar regression » a*, * berdknas
— Uy =a*+pB*-zo=a*+f*-x¢ parabel yy(xy)

Exempel 2: exponentiellt samband

yi=a+ﬁ-e_xiz+si
\/./ R
Zi:e_xi w

OBS!: I R kan man berédkna icke-linjara samband direkt: funktion Im()

www.matstat.org

Motivering for linjar regression

o det maste kollas om linjir regression kan anvandas
o "rent tekniskt” fungerar det (nédstan) alltid att rdkna ut en regressionslinje
(dvs. att rdkna ut a* och £*)

Anscombe’s 4 Regression data sets

» Alla fyra stickprov ger
samma regressionslinje!

* Detar darfor viktigt att
rita ett diagram!

° * Dessutom borde vardet

5 10 15 5 10 15 péai R2 inte vara for litet.

www.matstat.org
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Motivering for linjar Regression

Vi antog att &; ~ N(0,0), dvs. att alla & har samma varians V(g;) = o2.
Dessutom borde viantevirdet E(g;) vara noll enligt modellen. For att
(uppskattningsvis) kolla om detta stimmer kan man rita €; mot x-varden:

S ° Bruset ¢; (“residuer”) borde
.. ? skingras runt noll, och inte bli
. systematiskt storre eller
e mindre med x (borde t. ex inte
- se ut som en strut)
g =]
E
§ g , R 0@ o o o
2 o o o
o a
o o o o
G ) .
o residuals = resid(Im.out)
plot(residuals, x)
pa
T T T T
120 1256 1.30 1.35 1.40
fitted(Im.cut)

www.matstat.org

Motivering for linjar regression

Vi antog att &; ~ N(0, o), dvs. att bruset (g;) 4r normalférdelat. For att kolla om

detta stimmer kan man rita en sd kallad QQ-plot med residuerna:

Sampls Quartiles

Normal Q-Q Plot

oood
UOII -

| —— intebra!

flertalet av punkterna borde
ligga pa den roda linjen

R

residuals = resid(Im.out)
ggnorm(residuals)

Theorstical Quantiles

qqline(residuals)
www.matstat.org

2020-06-23
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Motivering for linjar regression

Vi antog att brusets varden ¢; ar oberoende. For att kolla om detta stimmer kan
man rita ett autokorrelations-diagram:

ACF

0.0 0.2 04 0.6 0.8 10

-0.2

Series resid(Im.out)

ovre konfidensgrans

Flertalet av viarden pa autokorrelation
(helst alla utom vardet for "Lag = 0")
borde vara sm4, dvs. ligga innanfor
konfidensgranserna (bld linje ------- )

R

auto.cor = acf(resid(Im.out))
plot(auto.cor)

www.matstat.org

Appendix

Linjar Regression
Uwe Menzel, 2018

uwe.menzel@matstat.org

www.matstat.org
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Skattningen S*ar en linjarkombination av y;

% 1
3 K ay = S Z —Z)(yi — )
1 -
51:1- Z Ty — TY; — iy + ;[‘y)
1 i _ S
Tl TY; — NITY + nTi
S |2 YT 2T y+nay
[ iy — Z Jy,]
i=1
: Ua)
i— ( SI:.‘!:
" Ty — T - o .
Z ¢i-y; med ¢i= 5 (¢; ar inte nagra slumpvariabler)
l=1 fiH &
Uwe Menzel, 2017
Skattningen a*ar en linjarkombination av y;
1 n n
w yf*af:E;ylf-r;% Yi
n ( 1 _)
Z — — T |y
n
1=1
n l
Z d; -y med d; = o o (d; ar inte ndgra slumpvariabler)
i=1 )

www.matstat.org

2020-06-23
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Skattningen * ar vantevardesriktig

E(8%) E (Z (:,;yi) = chE(yg) = Z ci (o + ;)
i=1 i=1 i=1
n T — T ) n #i—F L — T
@ . S?'Zr: + ‘Lj Z S?:.Y: a"’ ty C? - SIY."T,'
i=1 i=1
@ T ~ IB n ~
G Z (z; — &) + 5 Z (z; — &) x;
T i= =1
o 8 — _ N = .
5 ‘O+S Z(Jf;—r)(.ri—.}:) ty Z(l’t—i")-’f=0
o =1 i=1
i}
0 ;S.L T
* Su':r:
B vantevirdesriktigt !
Uwe Menzel, 2017
Skattningen £*ar konsistent
Vigry = V (Z ciyi) = Z V (eiy:) pga. oberoendet!
i=1

i=1

S v = d?
i=1 i=1
_ ZH: (;[;:,g— ;3)202

i=1
0_2 T
2

B S

Pre

a? ; - _\2
= - foratt Sp. = Z (z; — )

Sz i=1

n
Sxx:Z(xi—f)Z - 0 nir n - ©
ot

Variansen for £* ar liten om x - vardena ar "utspridda” (= stor Syy) !

www.matstat.org
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Vantevarde och varians for
skattningen for

="+ 8% ag

E(a"+ 5" x)=FE (Z (d; + ¢;x0) 11)
i=1

E(uy) =
= a4+ PBrog=po véntevardesriktigt !
n l
V(uy) =V (o + 8" -20) = v[z (; + ¢ - (zo — 5«)) Y| =
i=1

_ 2 i (J’U*i’)g
e (n+ S

www.matstat.org

Referensvariabel for berdkningen av Kl:et for

) o g% -3
3~ N(8. P ;
T NG =) = 7/

IO

~ N(0,1)

n

QD*iE? = %=Z(z—l)2~xg(n—2)

i=1 i=1
Z A
= ~t(n) giller allmant forallan = ~t(n —2)
x2{n) x%(n—2)
n n—
Z .
Qo 9 —— ~t(n— 2) mata in ovanstidende
— o~ 77— 2 — o N
o2 X0 ) \/T %_2) uttrycket for Z —
B -8 5 _ 3
/'S 8% = med
~tn—2 — -~ —
3 o ) (n ) 37'/ V' Sz t(n 2) sp =/ Qo/{n—12)
o?(n—2

2020-06-23

Uwe Menzel, 2017
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Konfidensintervall for

gr =3

~t(n—2) referensvariabel

P(—tﬂ/g(r2—2)< B 3<+f0/2(n—2))—1—a

/f : 1 ‘ 2 stang in referensvariabeln mellan
/2 - -« ~ “ kvantilgranserna (se bild)
4 } — omforma i parantesen P(...)
—ta/2(n—2) taj2(n=2)

P(ﬁ*—t,,/z(n—Z)- <»’3£3*+tu/2(n—2)~3—r)=1—a

v S:r:u A% Smx

Ig=p" :tfa/g{n -2)-

T konfidensintervall for g
*Sflf:.!.:

Uwe Menzel, 2017

Sammanhang mellan R? och Pearsons
korrelationskoefficient
qQ

R* = # Forklaringsgrad
bmx " S’lﬂf 6%

; (vi = %) Sy

7 l = Pearson-Kkorrelation
R \/2 e

r=

Forklaringsgrad R? och Pearsons korrelationskoefficient ar

detsamma for enkel linjdr regression (ndr vi bara har en
oberoende variabel).

www.matstat.org
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