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Slumpforsok

Ett slumpforsok ar ett forsok dar utgangen inte kan forutses eller kontrolleras:
* Kkasta en tdrning

* draenkulaur en urna (med flera olikfiargade kulor)

* myntkast (klave eller krona)

* blodtryck av en slumpmassigt vald person

* livslangd av en glédlampa

* radioaktivt sonderfall: antalet signaler inom en minut

* matning av diameter, temperatur, koncentration, ...

Utfall

Resultatet av ett slumpforsok kallas ett utfall:

+ Ogontalet efter tirningskast: w = {1}

* roulette: w = {24}

* myntkast: = {krona}

* radioaktivt sonderfall: : w = {109}

 kast med tva tirningar: w = {(1,5)}

* matt livslangd av en glédlampa: w = 1245.6 timmar

* opinionsundersokning: en tillfalligt utvald valjare kommer att rosta pa parti A
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Utfallsrum

Mangden av alla mojliga utfall av ett slumpforsok kallas utfallsrum:
* oOgontalet efter tirningskast: Q = {1,2,3,4,5, 6}

* roulette: Q = {1,2,3,..,36}

* myntkast: Q = {0,1} (0 = klave; 1= krona)

 kast med tva tarningar: : Q = {(1,1), (1,2), (1,3) ... (6,6)}

+ livslingd av en glodlampa: Q = {0, +} (?)

Handelse

En hdndelse ar en samling av utfall (en delmdngd av utfallsrummet):

» tarningskast: A = {2,4, 6} (jamt 6gontal)

* (handelse A intréffar om ett utfall som tillhér A intraffar)

+ tirningskast: B = {1, 2,3} (6gontalet mindre an 4)

+ kast med tva tirningar: : A = {(1,1), (1,2,), (2,1)} (summan av 6gonen hogst 3)
* radioaktivt sonderfall:: C = {0, 1, 2, ...,10} (hogst 10 sonderfall)

Venn-diagram

Utfallsrummet och hdndelser kan illustreras med hjalp av ett Venn-diagram:

John Venn

Bom 4 August 1834
Kingston upon Hul, Yorkshire
England

» rektangel: hela utfallsrummet ()
* ellips: en hiandelse (A; del av utfallsrummet)
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Sammansattning av handelser

Komplementhédndelse:

A=1{2,4,6}

*

komplementhédndelse:
A A*={1,3,5}

exempel (tidrning) :

(jamnt tal)

(ojamnt tal)

hdndelse och komplementhandelse "tacker”

utfallsrummet, antingen A eller A* maste intréffa

Union av hindelser:

(408>

A=1{2,4,6}
B={1,2,3}

union:

AUB ={1,2,3,4,6}

"A eller B eller bada intraffar”
(inte helt detsamma som i
vardagsspraket)

Sammansattning av handelser

Snitthdndelse:

A=1{2,4,6}

o

Disjunkta (oforenliga) hiandelser:

snitt:
ANB = {2}
"bade A och B intraffar”

snitt:
ANB=¢9
inga gemensamma utfall
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Bild tagen frin:
G. Blom et al.

Jamforelse med mangdlara*

Utfallsrummet

Hindelsen A;
A intriiffar

Komplementira
hindelsen A* till A;
A intriiffar inte

Unionhéindelsen
AU B; A eller B eller
bada intréffar

Snitthandelsen AN B;
bade A och B intriffar

A och B oférenliga
héindelser;

A och B kan inte in-
triffa samtidigt

| Grundmingden

O Delméngden A

Komplementet

At till A

| A B

| Unionen AU B

|

| 4 B

[ Snittet AN B

A B Aoch B
disjunkta

)

De Morgans lagar*

(AnB)*=A"UB*

(AuB)*=A*nB*

Kan ses genom att finna respektive
ytor i Venn-diagrammet

De Morgans lagar géller ocksa for fler dn tva hindelser.
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Den klassiska sannolikhetsdefinitionen

Q = {uy, uy, Uz, .., U} utfallsrummet
P(u;) = Y/m antar att alla mojliga utfall u; dr lika sannolika!

m = antalet mojliga utfall
g = antalet utfall som ingdr i hiandelse A (= antalet "gynsamma” utfall)

Sannolikheten (slh.) fér hindelse A betecknas med P(A):

P(A) = 9 klassiska sannolikhetsdefinitionen
m

Exempel 1: tdrning, soker slh. att 6gontalet blir ett jamt tal:

A={246) = P(A)=L=2

_1
m T2

Den klassiska sannolikhetsdefinitionen

Begrepp slumpvariabel:

* En slumpvariabel (s.v.) dr en storhet som ar obestdmd fére slumpforsoket
och erhaller ett varde efter forsoket.

Exempel 2: tva tirningar kastas samtidigt g Q
slumpvariabel X: 6gontalet for tdrning 1

slumpvariabel Y: 6gontalet for tarning 2

Lat handelse Avara: X +Y <4 (summan av 6gontalet ar mindre eller lika med 4)

Soker:
P(A) =P(X+Y <4) (slh.attsumman av 6gontalet &r mindre eller lika med 4)

Vi behover g (antalet "gynsamma” utfall) och m (antalet "madjliga” utfall)

10
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Den klassiska sannolikhetsdefinitionen

Fortsittning ex 2: tva tirningar kastas samtidigt. S6ker P(A) = P(X +Y < 4):

Vi behover g (antalet "gynsamma” utfall) och m (antalet “madjliga” utfall).
[ tabellen visas summan X + Y for varje varde avX och Y:

Y\NX | 1 2 3 4 5 6 < tarning 1
1 516 | 7
2 5|6 | 7|8
3 5 6 7 8 9 g =6 (gron)
4 6 | 7| 8| 9|10 m = 36
5 7|1 8|9 [10] 11
6 8 | 9 |10 | 11 | 12
e p(A):p(X+ys4)=%=3i6=é

11
Den klassiska sannolikhetsdefinitionen
Exempel 3: En urna innehaller 100 kulor; ddrav 90 vita och 10 blaa.
Slumpforsok: dra en kula och kom ihag fargen.
Slumpvariabel X: firgen pa den dragna kulan.
Lat hdndelse B vara: den dragna kulan ar bla. @%%%?53
Lat hdndelse V vara: den dragna kulan ar vit. @
P(B): sannolikheten att hidndelse B intriffar, dvs. att den dragna kulan 4r bla.
P(V): sannolikheten att handelse V intriffar, dvs. att den dragna kulan ar vit.
Svar:
_ e 9 10 _ 1 1o
P(B) = P(X = bl3) = m=100-10" 10%
_ L9 90 _ 9 _ ano
P(V) = P(X =vit) = —=100-10" 90%
Anmarkning: Summan av bada slh:na ar ett, for att:
* bada handelser utesluter varandra _
* en av de tvd handelserna maste intraffa P(B)+P(V) =1
12
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Kombinatorik*

3@%@;3?

Permutationer
Multiplikationsprincipen
Dragning med aterlaggning och med hansyn till ordning

Dragning utan aterlaggning men med héansyn till ordning

A S

Dragning utan dterldggning utan hansyn till ordning

... behovs for att rdkna ut antalet gynsamma utfall (g) och antalet mojliga utfall (m).

13
1.) Permutationer
P3 hur manga sétt kan man anordna (sortera) k olika element ?
Exempel: numrerade kulor (1 2 3
k=2 k=3
1,2 _ . 1,2,3
21 } 1-2 = 2 mojligheter 132
2,1,3
231 1.2 -3 = 6 mojligheter
3,1,2
32,1
Allmént: k element kan anordnas pa k! ("k fakultet”) olika satt.
M=kl=1-2-3-...-k
Anmarkning: Den exakta terminologin for detta ar "antalet permutationer av k
element bland k”. I férelasningen anviander jag bara uttrycket "permutationer”.
14
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2.) Multiplikationsprincipen

Multiplikationsprincipen:

Om atgard 1 kan utforas pa n, satt och atgird 2 pa n, satt, sa finns det n, - n, sitt
att kombinera bada atgirderna. Generalisering pa 3 atgarder blir n; - n, - n3 osv.

atgird1  n, mojligheter
atgdrd 2 n, mojligheter antalet kombinerade atgarder:

atgard 3  nj mojligheter M= ny -7y -ng - oy

atgairdk  n, mojligheter

Exempel 1: 2 tdrningar =6
;=
@ Q n, = 6 M=6-6 :3_

15
2.) Multiplikationsprincipen
. ! 26 bokstaver
Exempel 2: svenskt bilnummer M L B 8 0 3 10 siffror
M=26-26-26-10-10-10 = 263 - 103 = 17.576.000
Exempel 3: DNA-triplett kvavebaser: A, C, G, T 'W
2 ? ? three bases ] [ i
n, = 4 n, = 4 ng = 4 one
— _J —~ acid
~— O O @
M=4% =64
En DNA-triplett kan teoretiskt koda 64 olika aminosyror. (Det finns dock bara 20.)
16
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2.) Multiplikationsprincipen

Exempel 4: Hur manga 4-siffriga decimaltal finns det?

n1=10 n2=10 n3=10 n4=10

— _/
v

M = 10* = 10.000

Detta ar ett speciellt fall av multiplikationsprincipen, dar det finns samma antal
valmojligheter (n) i varje kategori. Antalet kombinerade atgarder blir alltsa

17
Olika antaganden

[ alla féregaende exempel antog vi att:

» elementen far upprepas, t. ex. siffran 1215 kan forekomma (ettan forekommer 2
ganger)

* ordning spelar roll, dvs. objekt betraktas som olika om elementen forekommer i
annorlunda ordningsféljd, t. ex. ansag vi hiandelse {1, 2, 3} och hindelse {1, 3, 2}
som tva enskilda handelser

Vi ska nu med hjalp av en urnmodell underséka hur stor antalet moéjliga

atgarder blir om:

1. element far upprepas och ordningsfoljd raknas, som ovan ("dragning med

aterlaggning, med hansyn till ordning”)

2. element far icke upprepas men ordningsfoljd raknas fortfarande (“dragning

utan aterlaggning, men med hansyn till ordning”)

3. element far icke upprepas och ordningsfoljd raknas inte (” dragning utan

aterldggning och utan hénsyn till ordning”) :>
18
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3.) Dragning med aterlaggning,
med hansyn till ordning

Man kan forestélla sig en urna med n numrerade kulor.

Slumpférsok:
» draenkula, lagg tillbaka

* draenandrakula, lagg tillbaka,

* OSV. ‘
( )

* drak kulor totalt 3’%%339

Fraga: Hur manga olika sifferkombinationer kan man fa om dessutom

ordningsfoljden rdknas?

Svar: "Med aterlaggning” betyder att vi har n mojligheter (siffror) i varje
dragning. Om vi drar k kulor totalt blir alltsa antalet olika sifferkombinationer:

M = n* | (enligt multiplikationsprincipen)

Latn =9 och k=3 > mojliga resultat ar t. ex.:
112; 113; 123; 321; 478; 444; 978; 789; ...

OBS: Siffrorna kan upprepas, dessutom rdaknas ordningen, dvs. bade 978 och 789
réaknas som tva enskilda handelser.

19
4.) Dragning utan aterlaggning,
med hansyn till ordning
Slumpférsok:
* draenkula, lagg inte tillbaka
* draen andrakula, lagg inte tillbaka,
* osv. @%%,fzw
+ drakkulor totalt (lagg inte tillbaka nagon kula)
Friga: Hur manga olika sifferkombinationer kan man fa om ordningsfoljden
raknas?
Svar: "Utan aterlaggning” betyder att siffrorna inte kan upprepas, dvs.
i forsta dragningen har man n majligheter; i andra bara (n — 1) moéjligheter, i
3:e dragningen bara (n — 2) mojligheter osv. Antalet atgarder blir:
n!

M=n-n-1-n-2)-..-n—k+1) = ol

Liatn =9 och k =3 - mdjliga resultat r t. ex. (strykna tal kan ej forekomma!):
42, 43 123; 321; 478; 444; 978; 789; ...
OBS: Ordningen raknas fortfarande, dvs. 978 och 789 raknas som enskilda
héandelser
20
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5.) Dragning utan aterldggning,
utan hansyn till ordning

Slumpfdrsok:
* draenkula, lagg inte tillbaka

* draen andra kula, lagg inte tillbaka,

* osv.
* drakkulor totalt (ldgg inte tillbaka ndgon kula) Qg%gGQ

Fraga: Hur manga olika sifferkombinationer kan man fa om ordningsfoljden
inte raknas (t. ex. om kulorna dnda blir sorterade efterat)?

Svar: Siffrorna inte kan upprepas - som ovan. Dessutom maste alla mojligheter
som bara skiljer sig pa ordningsfoljden tas bort - detta ar k! ("k fakultet”).
Vi maste darfor dela det ovanstdende antalet med k!

M = n-(n-1)-(n-2)-...(n—-k+1) _ n! _ (n)

m = K (ko) =k Binomialkoefficient

Latn =9 och k =3 - mojliga resultat ar t. ex. (strykna tal kan ej forekommal!):

2, 43, 123; 324; 478; 444, 978; #39; ..

21

Dragning utan aterlaggning,
utan hansyn till ordning

Exempel: dragning utan dterldggning (utan repetition), utan hansyn till
ordning: n = 35; k =7 (35 siffror, 7 kommer att dras)

M=(})= (375) = 6.724.520

Det finns fler dn 6.7 miljoner mojligheter att dra 7 siffror utav 35,
om aterlidggning inte sker och ordningsf6ljd inte raknas.
(= antalet mojligheter pa Lotto)

22
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Exempel Blom etal, s. 23

Ett femsiffrigt slumptal valjs (00000; 00001; 00003; ...; 99999).

a) Hur stor ar slh. att talet bara innehaller 0 och 1?
b) Hur stor ar slh. att alla siffror ar olika?

Svar: Alla mojliga "dragna” tal kan anses som lika sannolika. Vi
kan alltsd anvanda den klassiska sannolikhetsdefinitionen:

P4 =2

Antalet méjliga utfall: m = n* = 10° for att vi viljer 5 gdnger och varje gng
bland 10 siffror (n = 10 och k = 5). Siffrorna kan uprepas och
ordningsféljden réknas.

a) Vi har tva gynsamma majligheter (0 och 1) for varje siffra (5 siffror).
Antalet gynsamma utfall 4r allts g = n* = 25, Sannolikheten att talet bara

5
innehaller 0 och 1 4&r dirmed P(4) = % = % =0.00032

b) Vi "drar” 5 siffror. Forst viljer vi mellan 10 siffror, sedan bara mellan 9
(den 1:a far ju inte langre forekomma), sedan mellan 8, osv...

Antalet gynsamma utfall ar alltsa
g=n-n—-1)-..-(n—k+1)=10-9-8-7-6 = 30240.

Slh. att alla siffror ar olika dr diarmed P(4) = % = 3%:0 =0.3024
23
Urnmodell, sammanfattning
* nnumrerade kulor
* kkulor dras 3%%@?33
Antaganden Antalet mojligheter exempel
med dterlaggning, M = nk kombinationslas
med hinsyn till ordning -
utan aterlaggning, _onl
med hénsyn till ordning M= (n-k)! se exempel ovan
utan dterlaggning, _(n
utan hansyn till ordning M= (k) lotto
24
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Exempel: axiom 3, tdrning

Kolmogorows axiomer

A: hdndelse
P(A): sannolikhet att hdndelse A intréffar

1. 0sPA<1 Axiom 3 giller
2. P()=1 ocksa for fler dn
3 P(AUB) =P(A) +P(B) omA,Bdisjunkta | 2 handelser

axiom 3: .. ANB=0

A={1,2}
B = {5,6} (A och B ar disjunkta)
4

AUB={1,256] = pauB=<L-2
m 6

9

P(A) = =§ P(B):—:% = P(AUB):P(A)+P(B)/

3w
3

25

Komplementsats
Axiom 3: P(AUB) =P(A)+ P(B) om ANB =@ (disjunkt)
Lat B = A* (galler ju allmant)
P(Au A*) = P(A) + P(A*) franaxiom 3
P(Q) =PA)+PA) ty Q=A4AUA"

1=PA)+PA") ty Q=AUA" axiom 2

P(A*)=1—-P(A) | komplementsats (anvinds mycket ofta!)

Ex1, tirning: A:faren etta P(etta) = 1 — P(ingen etta)
A*: far inte en etta 1418

Ex2, glodlampa:  P(livstid > 1000 h) = 1 — P(livstid < 1000 h)
<1000 h > 1000 h

1

1
1000 h

>

>
>

nagonstans maste livstiden hamna

26
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Additionssats

P(AUB) =P(A) + P(B)—P(ANB) giller allmént

P(A) + P(B) : snittet raknas tva ganger,

ma3ste subtraheras en géng

Exempel, tarning: A =1{1,2,3} B ={3,4,5}
AnNnB={3} AUB={1,23,45}

P(AUB) =P(A) +P(B) —P(ANB)
5 3 3

=% + i stammer!
27
Additionssats
Hérledning med hjalp av axiomerna:
A B
L, 11, III disjunkta
P(AUB) =P(I) + P(I) + P(IIl) axiom 3
= P(I) + P(II) + P(II) + P(I) — P(II) ("nolladdition”)
W_/ W_/
= PA) + P(B) — P(AnB) g.e.d.
P(AUB) < P(A) + P(B) Booles olikhet
28
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Betingad sannolikhet

berédkna slh. for hindelse B om man vet att hindelse A redan har intraffat
Symbol: P(B|A) ’sannolikhet for B givet A”

Exempel : dra kulor ur tva urnor

urna 1 urna 2
L 4 ® @ @ urna 1: 6 rédaav 12
e o © @ @ @ urna 2: 3rédaav 12
® & @ e © @
® & @ ® © @

steg 1: viljer slumpmassigt en urna Qy = {1, 2}
steg 2: viljer slumpmassigt en kula ur denna urna Q = {réd, bla}

6
P(F=r6d|U=1) = v slh. att dra en réd kula givet att urna 1 valts

PF=rod|U=2)= i slh. att dra en rod kula givet att urna 2 valts
12

29
Betingad sannolikhet
Exempel : (Blometal.s.22) kortspel: 52 kort, 4 ess ,‘«15'?4
* hédndelse A: dra ett ess i forsta dragningen QQ‘\“ R T
* héindelse B: dra ett ess i andra dragningen \‘\ »
g 4
PA) =—=—
@ m 52
P(BJA) = g _ 3 2:adragningen: 51 kort kvar, darav 3 ess (A har
" m 51 intriffat, dvs. ett ess 4r borta)
P(B|A") = g _ 4 2:adragningen: 51 kort kvar, dérav 4 ess (A har
147) = m 51 inte intraffat, dvs. alla ess 4r kvar)
P(B) =? total sannolikhet, se nedan
30
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Betingad sannolikhet

Exempel : tva tirningar

* slumpvariabel X : 6gontalet for tirning 1
* slumpvariable Y : 6gontalet for tirning 2

1
PX+Y=10|X=5)= z (Y méste vara 5 for att summan blir 10)
PX+Y=10) = % tre gynnsamma utfall: (5,5); (4,6);(6,4)

PX+Y=10|X=1)=0 (om X bara ar ett kan summan inte bli 10)

31
Betingad sannolikhet
P(ANB) — . .
P(A|B) = ———= Definition "betingad sannolikhet”
P(B)
Exempel : tdrning
+ hindelse B : jamnt 6gontal B =1{2,4,6} ANB = {2
 héndelse A : 6gontalet blir tvd A={2} =
P(ANB) 1/6 12 1 Om man vet att dgontalet blivit
P(AIB) = ———= 1, 7132 jamnt s& ar slh. 1/3 att 6gontalet
P(B) /, 61 3 !
2 blev en tvaa
32
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Betingad sannolikhet

Intuitiv férklaring:

Pl =02

P(ANB)

Om man vet att B har intraffat, reduceras utfallsrummet till den arean
som symboliserar handelse B (gron). Sannolikheten att hdndelse A
intraffar under dessa omstindigheter dr kvoten P(A N B)/P(B). Detta
ar alltsa lika med den betingade sannolikheten P(B|A4).

33

34

Betingad sannolikhet

Exempel : tva tirningar

slumpvariabel X : 6gontalet for tdrning 1
slumpvariable Y : 6gontalet for tdrning 2

OBS!: Ibland skrivs "komma” istallet for "n”

/

PX4+Y=10|X=5 _P(X+Y=10,X=5) PX=5Y=5) 1
X+Y=10|X=5)= P(X =5) - P(X =5) = 1/6 —E

... samma som vi fick ovan

2020-01-04
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Betingad sannolikhet

P(ANB)

W Definition "betingad sannolikhet

P(AIB) =

Efter omformning:

P(ANnB) =P(B)-P(A|B) Om A och B ska intriffa, maste forst B intriffa,
sedan maste A intraffa givet att B redan har

intraffat.
P(AnB) =P(A) - P(B|A) ... eller tvirtom.
Exempel : (Blom etal.s.22) kortspel: 52 kort, 4 ess el SR
vy
* héandelse A: dra ett ess i forsta dragningen o4 ‘¢ B .
* hédndelse B: dra ett ess i andra dragningen \‘\

4 3
P(ANnB) =P(4)-P(B|A) = 5231 0.0045

51

35

Betingad sannolikhet

Betingade sannolikheter ar sannolikheter, alla lagar giller ocksa for dem:

P(A)+PA) =1 komplementsats
P(A*|S)+ P(A|S) =1  “conditioning through”

Nar handelse S har intraffat maste antingen A eller A* intrafffa.

Exempel : tva urnor ]

steg 1: valjer slumpmadssigt en urna Qy = {1, 2}
steg 2: valjer slumpmadssigt en kula ur denna urna Qp = {rdd, bla}

Om det ar givet att urna 1 valts, sa maste fargen antingen blir rod eller bla:

P(bla|U=1)+P@od|U=1)=1
~ ~
A s A s

36
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Oberoende handelser

handelser A, B

P(B|A) = P(B) ndr detta giller kallas A och B oberoende
Exempel : P(L|R)=P(L)
—

L: vinner pa lotto  R: regnar i Stockholm

Exempel : tva tarningar

slumpvariabel X : 6gontalet tarning 1
slumpvariabel Y : 6gontalet tarning 2

1
PY=2|X=1)=P(Y =2)= F —> X, Y ir oberoende

37

Oberoende handelser

Om héandelser A och B ir oberoende:

P(AnB) = P(A)-P(B|A) = P(A) - P(B)

P(AnB) =P(A)-P(B) om A, B oberoende (anvinds mycket ofta!)

galler aven for flera handelser:

P(ANBNC)=P(A)-P(B) -P(C) om A, B, C ar parvis oberoende

Exempel : tva tirningar
* slumpvariabel X : 6gontalet for tirning 1

* slumpvariable Y : 6gontalet for tirning 2

36

N =
N =

PX=1Y=5=PX=1)-P(Y=5) =
N

pga. oberoendet

38
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Oberoende handelser

Oberoendet leder till flera foljdsatser:

P(B|A)=P(B) = P(A|B)=P(4) bevisas med hjilp av definitionen for
betingad slh.)

=  P(A*|B) =P(4")
=  P(B*|A) =P(BY)

=  P(A"|B*) =P(A") komplementira hindelser ir
ocksa oberoende

OBS!: Blanda inte ihop oférenliga (disjunkta) och oberoenede handelser:

Snitt Betingade slh.
Ofdrenliga P(ANB)=0 P(A|B) =0
Oberoende P(ANnB)=P(A)-P(B) | P(A|B) =P(4)
— —~ N\ -~
gar inte ihop gar inte ihop

39
Oberoende handelser
Exempel : tirning, Blom s. 32
A=1{1,3,5]  ojamnttal P(4) =1/,
B ={4,5,6} minst 4 P(B) = 1/2
C ={3,6} delbarmed3 P(C) = 1/3
a) Ar A och B oberoende ?
AnB ={5} P(ANB)=1/¢+ P(A)-P(B) — beroende!
b) Ar A och C oberoende ?
AnC={3} P(ANC)=1/¢=P(A)-P(C) - oberoende!
40
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Oberoende handelser

Exempel: tre elektroniska komponenter K,, K, K;

* hindelse A: K, slutar fungera P(4) = 0.2 Q Q Q

+ hindelse B: Kj slutar fungera P(B) = 0.05
* hindelse A: K slutar fungera P(C) = 0.1

Y Vi antar att hindelserna A, B

inom det forsta aret och C ar parvis oberoende.

a) Slh. att alla tre slutar fungera inom det forsta aret ?

P(ANBNC)=P(A)-P(B)-P(C)=0.2-0.05-0.1=0.001

b) Slh. att K, och K; slutar fungera, men inte K ?
P(ANBNC*)=P(A)-P(B)-P(C*)=P(4)-P(B)-[1-P(C)]=0.2-0.05-0.9

41

Oberoende handelser

¢) Shh. att exakt tvd komponenter slutar fungera ?

P(exakt 2) = P[(ANBNC)HUANB NC)U(A* NBNC)] héndelserna

A parenteserna ar
disjunkta
"eller” "eller” :
=P(ANBNC)+PANB*NnC)+PA*NBNC) axiom 3

=P(A)-P(B)-P(C*)+ P(A)-P(B*) - P(C) + P(A*) - P(B) - P(C) P&

oberoendet

=02-0.05-09+0.2-095-0.14+0.8:0.05-0.1="-
d) Slh. att minst tva komponenter slutar fungera ?
P(minst 2) = P(alla tre) + P(exakt 2) "+” p.g.a."eller”
del a) del c)

e) Slh. att alla fungerar hela forsta dret ?

P(ingen slutar) = P(A*NnB*nC*) = P(A*) - P(B*) - P(C*) = 0.8-0.95-0.9

42
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Sannolikhet att "minst en” handelse intraffar

P("minst en") = 1 — P("ingen") foljer fran komplementsatsen
P(S) =1-P(S") komplementsats
Lit S=AUBUC A eller B eller C - "minst en”

S*=(AUBUC)"=A"nB*NnC* (deMorgan) ejAochejBochejC—"ingen”
P(AUBUC)=1-PA*NB*NC) P("minst en") = 1 — P("ingen")

Se exempel "tre elektroniska komponenter” ovan: slh. att "minst en”
komponent slutar fungera ...

P("ingen") =P(A4*)-P(B*)-P(C*) =0.8-0.95-0.9 = 0.684
P("minsten") =1 — 0.684 = 0.316

43

Sannolikhet att "minst en” handelse intraffar
Mera allméint: n oberoende hdndelser A;, A,, ..., A,

P(A)) =py
P(Ay) = p,

P(An) =Pn

Héndelse M: minst en av dem intréffar
Héndelse M*: ingen av dem intraffar

P(M) =1—-P(M")

PM)=1-1Q-p)-1=py)-..-(A=py)
- _J
'

slh. att ingen intraffar

Om alla p; ar lika, dvs. p; = p fér allai: | PM)=1-(1-p)" |

44
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Lagen om total sannolikhet

Exempel 1tva urnor, se ovan

urnal = urna2 urna 1: 6 réda av 12
e e urna 2: 3 roda av 12
e @ @ e oo
e e e e oo steg 1: vdljer en urna Qy = {1, 2}
e o e e oo steg 2: valjer en kula ur denna urna Q = {réd, bla}

Problem: P(réd) =?7?

.. _6
P(rod| Uy) / 12 de betingade sannolikheterna

P(réd | Uy) = 3/12 vikta med slh:na att urna 1 eller 2 har valts

P(rod) = P(rod | Uy) - P(Uy) + P(rod | Uy) - P(U,)  viktat medelvérde
N~

SN~

vikter, adderas till 1, t. ex. P(U;) = 0.5 P(U,) = 0.5

| w

Slo
N[~
+
S| w
T

P(rod) =

oo

45
Lagen om total sannolikhet
Man kan "hérleda” lagen pa foljande satt:
P(rod) = P[ (Uynrod) U (U, nrod) |
7 t X
"och”  “eller” "och”
= P(U; nréd) + P (U, N rod) pga. axiom 3 ("eller” = ”"+")
anvind definition bet. slh.: P(AN B) = P(A) - P(B | A)
som ovan
46
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Lagen om total sannolikhet

Traddiagram for urn-exemplet :

1 1
2 2
summan av alla

— de utgdende
slh:na frén en

+
6/12 / \ 6/12 3/12/ \9/12 !

3 N 9 _, knop maste vara 1

1 6
P(rod) ZEE

\ /

tva "vagar” som leder till en réd kula

3 3

+1
2 127 8

47

Lagen om total sannolikhet

... galler ocksa for flera moéjliga handelser:

Exempel : tre urnor \_/ \_/ \_/

P(réd) = P(réd | Uy) - P(Uy) + P(rod | Uy) - P(U,) + P(réd | Us) - P(Us)

"r6d” kan realiseras pa tre satt

P(U,) + P(U,) + P(U3) =1  vikterna maste adderas till 1

Allmént, n urnor (eller vad det nu handlar om ...):

n Lagen om total sannolikhet:
P(R) = Z P(R| U - P(U) * U; méste vara oférenliga U; N U; = @
= * U; miste uttomma utfallsrummet: Y, P(U;) = 1

48
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Lagen om total sannolikhet

* U;maste vara oférenliga U; N U; = @
* maéste uttomma utfallsrummet: Y, P(U;) = 1

U,

U,

P(R)=P(RNU;)+P(RNU,)+P(RNU3)
=P(R|Uy)-P(Uy) +P(R|U)-P(Uy) + P(R|U3) - P(U3)

genom att anvianda definitionen for bet. slh.: P(AN B) = P(A) - P(B | 4)

49

Lagen om total sannolikhet

Exempel: flermaskinstillverkning (Blom etal. s. 30)

En fabrik tillverkar ndgon produkt, pa flera olika maskiner.
* maskin 1 (M;): 25% av produkterna tillverkas, 5% defekt
* maskin 2 (M;): 35% av produkterna tillverkas , 4% defekt
* maskin 3 (M3): 40% av produkterna tillverkas, 2% defekt

Alla produkter blandas i en container.
Slumpforsok: viljer slumpmassigt en produkt ur containern.
Sokes: slh. att denna produkt ar defekt

P(fel | My) = 0.05
P(fel | M,) = 0.04
P(fel | M3) = 0.02

de betingade sannolikheterna,
maste viktas med respektive andelar

P(fel) = P(fel | My) - P(M;) + P(fel | My) - P(M,) + P(fel | M3) - P(M5)
P(M;) = 0.25
P(M;) = 0.35 rvikter” Y P(M;) =1
P(M;) = 0.40

P(fel) = 0.05-0.25 4+ 0.04 - 0.35+ 0.02 - 0.4 = 0.0345

50
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Lagen om total sannolikhet

Exempel: diagnostiskt test for en viss sjukdom (Blom et al. s. 31)

handelse S: en slumpmassigt vald person ar sjuk

handelse S*: en slumpmassigt vald person ar inte sjuk

P(+) : slh. att en slumpmassigt vald person blir positivt testad
P(—) : slh. att en slumpmassigt vald person blir negativt testad
P(S) = p: andelen sjuka personer i befolkningen

Sensitiviteten och specificiteten for testet ar bekant:

P(+]S) = 0.9999 ; sensitivitet = slh. att testet blir positivt om personen ar sjuk
P(—|S*) = 0.995; specificitet = slh. att testet blir negativt om personen inte ar sjuk
Bdda dessa varden borde vara néra ett om testet dr bra !

Sannonlikhet for ett positivt test:

P(+) =P(+|S)-P(S) + P(+|S*) - P(S*) totalslh.
=PH+|S) -p+[1—P(—|S)]- (1 —p) enligt komplementsatsen

a) Hur stor ar slh. att en slumpmassigt vald person testas positivtom p = 0.2 ?
P(+) =0.9999-0.2 + 0.005 - 0.8 = 0.204 (lite hogre dn den verkliga andelen sjuka)
b) Hur stor ar slh. att en slumpmassigt vald person testas positivt om p = 0.001 ?

P(4+) =0.9999-0.001 + 0.005 - 0.999 = 0.006

6 ganger hogre dn den verkliga andelen sjuka !
manga "falskt positiva” om sjukdomen ar sallsynt!

51
Bayes sats
En hel gren inom statistik: “Bayesian statistics”
P(ANB) = P(BNA) o
T B
P(A)-P(B|A) = P(B)-P(A|B) omas Bayes
P(A|B)-P(B
P(B|A) = % Bayes sats
"vander om” betingade sannolikheter : vet P(A | B) — séker P(B | A)
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Bayes sats

Exempel : flermaskinstillverkning (se ovan)

Problem: En kund patriffar en felaktig komponent. Vad ar slh. att den kom

fran maskin 1 ?

P(fel | M) - P(My)

P(My | fel) = P(feD) Bayes sats
P, | fel) = 222025 _ 36 = 36
11fel) = ~go3a5 = 036 =36%
53
Bayes sats
Exempel : diagnostiskt test (se ovan)
En person testas positivt (denna hdndelse ar alltsa givet). Hur stor ar
sannolikheten att personen verkligen ar sjuk om man antar att 0.1% av
befolkningen bar pa sjukdomen (dvs. p = 0.001)
Vi soker alltsd P(S | +) - slh. att sjukdomen foreligger givet att testet var positivt !
P(+15)-P(S)
P =
S+ P(H) Bayes sats
p(s |4 = 2222 0000 _ 167 ~ 179
|+ ="0006  ~ 0167 ~17%
OBS! Bara 17% av de positivt testade ar verkligen sjuka ! (sdllsynt sjukdom)
54
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Bayes sats

Exempel : alkohol i trafiken (OBS!: siffrorna i detta exempel ar pahittade,
men kanske inte helt orealistiska)

"20% av alla trafikolyckor sker i samband med alkohol”
Ar denna information meningsfull ? - Knappast ! (80% av olyckorna sker
utan alkohol ...)

P(alk|ol.) =20%  baraolyckor (ol) riknas in - fel!

Bittre att jimfora: P(ol.| alk) 2 P(ol.|alk*)
gissning!

P(alk|ol.)-P(ol.) 02-107*%
P(ol.|alk) = B(all) =10

=02-01=2%

P(alk* | ol.)-P(ol.) 0.8- 10~*
P(alk®) T 1-10-3

P(ol.|alk*) =

alk* betyder alltsa "ingen alkohol” (komplement)

~ 0.8-107* = 0.008%

55

Bayes sats

Exempel: lungcancer och rokning
"90% av alla lungcancerdrabbade &r rékare”
Bittre att jimfora: P(cancer | rokare) 2 P(cancer | rokare®)

rokare* = icke-rokare

berdknas som exemplet “alkohol i trafiken”
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Sammanfattning

Klassiska sannolikhetsdefinition: P(A) =

3=

Kolmogorows axiomer
Komplementsats P(A4")=1-P(4)

Additionssats P(AUB) =P(A) +P(B)—P(ANB)

P(ANB)

Betingade sannolikhet P(A|B) = P(B)

Oberoende hiandelser ~ P(ANB) = P(A) - P(B) eller P(B|A)=P(B)
Lagen om total slh. P(R) = Z P(R | M;) - P(M;) Z M; =1 M, disjunkta
7 7

P(A|B)-P(B
Bayes sats P(B|A) = % "vander om” betingade slh.
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