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Mehrdimensionale Zufallsvariablen

Ein Zufallsversuch kann mehrere Zufallsvariablen erzeugen:
*  Wurf mit zwei Wiirfeln:
» Zufallsvariable X = Augenzahl Wiirfel 1 } zweidimensionale
» Zufallsvariable Y = Augenzahl Wiirfel 2 Zufallsvariable
*  Wurf mit einem Pfeil auf eine Zielscheibe:
+ Zufallsvariable X = Hohe iiber der unteren Kante
* Zufallsvariable Y = horizontaler Abstand zur linken Kante
+ zufallig ausgewahlte Person:

» Zufallsvariable X = Grofde in cm
dreidimensionale

+ Zufallsvariable Y = Gewicht in kg Zufallsvariabl
ulallsvariable

» Zufallsvariable Z = Blutdruck in mmHg
+ zufallig ausgewdahlte Familie:
» Zufallsvariable X = Anzahl der Madchen

+ Zufallsvariable Y = Anzahl der Jungen

www.matstat.org




Diskrete zweidimensionale Zufallsvariablen

Zweidimensionale Zufallsvariable = Funktion Q —» R?

X, Y (groRRe Buchstaben): Zufallsvariablen
i,j (kleine Buchstaben): reelle Werte (fiir diskrete Zufallsvariablen oft ganze Zahlen)

Die Zufallsvariablen (X, Y)) werden diskret genannt wenn sowohl X als auch Y nur
eine endliche oder abzdhlbar unendliche Anzahl verschiedener Werte annehmen

konnen.

"joint probability

Wahrscheinlichkeits- PX =4iY =)) =pxy(j) distribution”

funktion:

Die Wahrscheinlichkeitsfunktion gibt die Wahrscheinlichkeit fiir jede Kombination
voniund jan (d.h. fiir den gesamten Ereignisraum).

Normierung: Z Z pxy (3) =1 | [Axiom2: P(Q) = 1]

i=0 j=0

www.matstat.org

Diskrete zweidimensionale Zufallsvariablen

Die Wahrscheinlichkeitsfunktion kann durch ein Sdulendiagramm veranschaulicht
werden.

PXxyy (jv k)

P(X =0,Y =0)

X = Anzahl Mddchen
00 Y = Anzahl Jungen

Bild: Blom et al, s. 85 ("barnkullar”)

www.matstat.org
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Diskrete zweidimensionale Zufallsvariablen

Die Wahrscheinlichkeitsfunktion kann durch eine Tabelle veranschaulicht werden.
(gleiches Beispiel wie oben, aus Blom et al.)

P& =0Y=0) P(X=3,Y=0)

Y/X X=0 X=1 X=2 X=3 X=4
Y=0 038”7 | o016 0.04 0017 | o001
Y=1 0.17 0.08 0.02 - -
Y=2 0.05 0.02 0.01 - -
Y=3 0.02 0.01 - - -
Y=4 0.02 | - - -

X = Anzahl Madchen
PX=1Y=3) Y = Anzahl Jungen

www.matstat.org

Diskrete zweidimensionale Zufallsvariablen

Verteilungs- F —P(X<rY <) = o
funktion: Xy (2,9) X =z.Y <y ;gpry 0

* analog zu eindimensionaler Verteilungsfunktion

* xund y sind reelle Zahlen, die Verteilungsfunktion ist also eine
kontinuierliche "zweidimensionale Treppenfunktion”

* wiederum: das < Zeichen ist fiir diskrete Zufallsvariablen wichtig!

Pxy @y

diese vier Wahrsch. miissen
summiert werden, um
Fyy(1,1) zu erhalten

www.matstat.org
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Diskrete zweidimensionale Zufallsvariablen

Marginalverteilung ("margin” = Rand)

Beispiel: Familie mit Kindern (Blom et al.). Wir nehmen an, wir haben die
Wahrscheinlichkeitsfunktion P(X = i,Y = j), also die Wahrscheinlichkeit fiir die
Anzahl der Madchen (X) und Jungen (Y).
Wir wollen nun nur die Wahrscheinlichkeit fiir die Anzahl der Madchen in einer
zufallig gewahlten Familie ermitteln, ungeachtet der Anzahl der Jungen, d.h. wir
brauchen die Verteilung fiir die Zufallsvariable X (Madchen). Wir wollen also
die eindimensionale Wahrscheinlichkeitsfunktion py(i) aus der zweidimen-
sionalen Verteilung py y (i, j) berechnen:

Anzahl Madchen
Anzahl Jungen

X
Y

px(@) = Z px,y (. ))
=0

pr() = Z pX,Y(i'j)
i=0

www.matstat.org

Summation tliber alle Werte fiir die

Zufallsvariable Y, d.h. liber j

Summation tiber alle Werte fiir die

Zufallsvariable X, d.h. iiber i

Marginalverteilung ("margin” = Rand)

Diskrete zweidimensionale Zufallsvariablen

X = Anzahl Mddchen

Y = Anzahl Jungen

P(Y = 0)

Y/X X=0 X=1 X=2 X=3 X=4 X
Y=0 0.38 0.16 0.04 0.01 0.01 0.60
Y=1 0.17 0.08 0.02 - - 0.27
y=2 0.05 0.02 0.01 - - 0.08
y=3 0.02 0.01 - - - 0.03
Y=4 0.02 - - - - 0.02

s 0.64 0.27 0.07 0.01 0.01 1

P(X =0) P(X =2)

www.matstat.org
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Diskrete zweidimensionale Zufallsvariablen

Multinomialverteilung:

Beispiel: Urne mit Kugeln mit r verschiedenen Farben, wir ziehen n Kugeln mit
Zurticklegen. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit fiir das folgende Ereignis:

* kq Kugeln der Farbe 1,  (Zufallsvariable X;: Anzahl gezogener Kugeln mit Farbe 1)
* k, Kugeln der Farbe 2,  (Zufallsvariable X,: Anzahl gezogener Kugeln mit Farbe 2)

* k, Kugeln der Farbe r ?  (Zufallsvariable X,.: Anzahl gezogener Kugeln mit Farbe 1)

Wabhrscheinlichkeitsfunktion fiir die Multinomialverteilung:

|
n. Ky

Dy, 1y x, (k1 Ky ooe ) = Tk P pyke
Vokyl- .o k!

Z p; =1  dennjede Ziehung muss eine der vorliegen-
= den Farben ergeben
r

§ ki=n insgesamtn Ziehungen — die Anzahlen k;
¢ miissen zu n summieren

www.matstat.org
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Diskrete zweidimensionale Zufallsvariablen
Multinomialverteilung, Spezialfallr = 2:
wenn r (Anzahl der Farben) nur 2 ist (z. B. schwarz und weif3): r=2
n!
Px,, x, (ky, kp) = PR pikr - poke Wabhrscheinlichkeitsfunktion
1" R2:
ko = k Anzahl der weifden und schwarzen Kugeln muss
2=n—k gleich der Anzahl der gezogenen Kugeln sein
pP,=1—p; Wahrscheinlichkeiten fiir weifs oder schwarz
mussen sich zu 1 addieren
n! n
ki, k) =————pf1. (1 - (n—k1) — p k(1 — (n—ky)
Pxy, x, (ky, k2) kel (n— ky)! p1 ( p1) (k1) P1 ( p1)
- /
Y
Binomialverteilung
Die Binomialverteilung ist ein Spezialfall der Multinomialverteilungen fiir r = 2
www.matstat.org
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Kontinuierliche zweidimensionale Zufallsvariablen

Zweidimensionale Zufallsvariable: Funktion Q — R?

X, Y (groRe Buchstaben): Zufallsvariablen
i,j (Kleine Buchstaben): reelle Werte

Die Zufallsvariablen (X, Y) werden kontinuierlich genannt wenn X und Y nicht
diskret sind.

(Simultane) Dichtefunktion fx y (x, )

Normierung:
+o00 +00
/ [ Ixy (v,y)dedy =1
5
= (Axiom 2)

=,
A
www.matstat.org
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Kontinuierliche zweidimensionale
Zufallsvariablen
Dichtefunktion fy y(x, y)
Wahrscheinlichkeit dass (X,Y) in
einem Gebiet 4 landen:
= P(X.YeA)= / / Fxy (2, y) dedy
% JoJA
N Die Dichtefunktion wird iiber
¥ dieses Gebiet 4 integriert.
www.matstat.org
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Kontinuierliche zweidimensionale Zufallsvariablen

Beispiel: Sei fy y(x,y) gegeben. Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass X zwischen
0 und 2 und Y zwischen 1 und 3 liegt:

P(X.Ye€A)= [ [ fxy (zy)dedy =
J Ja

3 2
PO<X<21<Y <3 = / [ fxy (x.y) dady
JiJo

Integrationsgebiet:
2
X -—-o
0
1 Y 3

www.matstat.org 0
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Kontinuierliche zweidimensionale
Zufallsvariablen
Verteilungsfunktion:
x ¥
Fyy(ry)=P(X <z,Y <y) = / / fxy (u,v) dudv
Umgekehrt gilt:
62
fry(,y) = x 9y Fxy(x,y)
www.matstat.org
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Kontinuierliche zweidimensionale Zufallsvariablen

Marginalverteilungen:

+0oo
fr(x) = f fey (o) dy Berechnung der Marginalverteilung fiir X aus
Jo der 2-dimensionalen Dichtefunktion.

Berechnung der Marginalverteilung fiir Y

+ oo
fr) = f fry (e, y) dx aus der 2-dimensionalen Dichtefunktion.

Integration tiber jeweils
eine Dimension

www.matstat.org
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Kontinuierliche zweidimensionale
Zufallsvariablen

Marginalverteilung fiir die Verteilungsfunktion:

Fx(x) = ;l_r& Fx,y(x, }’) FY(}’) = J}l_{g) FX,Y(xr }’)

T ey
lim Fyy (z,y) = lim / / fxy (u,v) dvdu

y—roa y—roo

= [_; [_:’O Txy (w,v)dvdu = /:C Iy (u) du
W_/
fr@

www.matstat.org
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Kontinuierliche gleichféormige (2-dim.) Verteilung

Simultane Dichtefunktion: fxy(x,y) = const fiir alle x,y

Gleichférmige kontinuierliche 2-dim. Verteilung:
Seien X,Y auf einem Gebiet B definiert (Ereignisraum). Wenn X,Y kontinu-
ierlich gleichférmig verteilt sind, dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass X,Y in

einem Teilgebiet 4 landen: w
Flache von A

PXY €4) = Flache von B

fx,y(x' y)

www.matstat.org

17
Gleichformige kontinuierliche Verteilung
PXY €4) = Flache von A
’ "~ Fliche von B
Beispiel: Blom etal, S. 88
Ein Punkt wird zuféllig im Quadrat (X,Y) = (£1, £1) ausgewihlt.
Suche: Wahrscheinlichkeit fiir P(X? +Y? <1)?
+1
/ \ X2+y2<1
(0'.0)—. Zur Erinnerung: X? + Y2 = R? ist die
Gleichung fiir einen Kreis mit dem
Radius R und dem Mittelpunkt (0,0)
-1
- +1
P(X2+Y2<1) = Fliche des Kreises ~ m-R*> m
= 77 7 Fliche des Rechteckes ~ 2-2 4
www.matstat.org
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Unabhangige mehrdimensionale
Zufallsvariablen

Die Zufallsvariablen X und Y sind unabhéngig, wenn:

Diskrete zwei-dim. Zufallsvariablen:

pxy (@) = px(@) -py(j) firallei,j .
Zur Erinnerung:

P(ANB)=P(A)-P(B)

Kontinuierliche zwei-dim. Zufallsvariablen: o
wenn A und B unabhéngig

fry(y) = fx(0) - fr(y) firallex,y

Diskrete und kontinuierliche zweidimensionale Zufallsvariablen:

Fx,y(x, y) = Fx(x) - Fr(y) fir alle x, y

www.matstat.org
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Unabhdngige mehrdimensionale Zufallsvariablen
Diskrete 2-dim. Zufallsvariable:  Pxy(i,J) = px(@) - py(j)  fiir allei, j
Pxy(1,1) py(1)
v/x | x=1)] x=2 | x=3 Y marg
y=1 | 004 | 006 | 01 | 02
Y=2 0.02 0.03 0.05 0.1
Y=3 0.14 0.21 0.35 0.7
marg. 0.2 0.3 0.5 1
Pxy (L)) =px(D-py()) firallei,j
0.04=02-0.2
0.06=10.3-0.2 wenn Unabhiangigkeit
vorliegt muss das fiir
alle Zellen gelten!
www.matstat.org 0.35=0.5-0.7
20
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Unabhdngige mehrdimensionale Zufallsvariablen

Beispiel: Lebensdauer zweier Glithlampen
Zufallsvariable X: Lebensdauer Glithlampe 1 Annahme: unabhingig, beide
Zufallsvariable Y: Lebensdauer Glithlampe 2 exponentiell verteilt

_f(a-e®* x>0 | bee®Y y>o0 Dichte-
fX(x)_{ 0 x<0 } fy()’)—{ 0 y<0 } funktionen

Suche: Wahrscheinlichkeit dass beide Gliihlampen eine geringere Lebensdauer
alsthaben: P(X < t,Y <t)?

topt
P(X<tY<t) = Fyyl(tt)= / / fxy (x.y)dexdy nutze Unabhingigkeit
Jo Jo

t ot
= / / fx(x)- fy (y)dedy  nutze Integrationsregeln
Jo Jo

¢ t
/ fx (x)dx - [ fr (y)dy  Verteilungsfunktion fiir Exp(u)
Jo Jo

Fy(t) Fy (t) = (l _ Efa-t) ] (l B (h_t)

www.matstat.org
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Maximum von mehreren Zufallsvariablen
Seien X4, X, ..., X, unabhangige Zufallsvariablen (mit bekannter Verteilung)
Suche: Verteilung fiir Z = max(Xy, X, ..., Xn)
+ max(X;) <z & alle X; < z (gilt in beide Richtungen; die Ereignisse haben
gleiche Wahrscheinlichkeit)
Plmax(X;)) <z] =P[X; <2)n (X, <2)n .. n (X, < 2)]
wenn alle X; paarweise
F(2)=PZ<2)=PX1 <2) P <2) .- PXn<2)  ynaphangigsind
= Fx, (2) - FXZ(Z) toe Fxn(z) nutze Definition fiir Fy
n
_ Verteilung fiir das Maximum mehrerer
Fz(2) = 1_[ Fx,(2) unabhingiger Zufallsvariablen
i=1
_ wenn alle X; (unabhdngig sind und) die
F7(2) = Fx(2)" gleiche Verteilung haben
www.matstat.org
22
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Maximum von mehreren
Zufallsvariablen

Beispiel: Lebensdauer eines elektronischen Bauteils mit zwei Komponenten:
Ein elektronisches Bauteil enthilt zwei Komponenten deren Lebensdauern X bzw. Y
unabhdngig und exponentiell verteilt sind:

1—e @ x>0 1-e™ y>0
= F =
Fx() { 0  x<0 } 2 { 0 y<o

Das Bauteil funktioniert so lange wie mindestens eine der Komponenten
funktioniert. Die Lebensdauer des Bauteils ist also das Maximum der
Lebensdauern von X und Y.

Suche: Dichtefunktion fiir Z = max(X,Y)

Fo(2) = Fy(@) - Fy(2) = (1 — e=%) - (1 — e7b2)

fz(2) = %Fz(z) =a-e 7. (1—eP?)+b-e0%.(1—e %)

fir z > 0; sonst0

www.matstat.org
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Minimum von mehreren Zufallsvariablen

Seien Xy, X5, ..., X, unabhéangige Zufallsvariablen (mit bekannter Verteilung)
Suche: Verteilung for Z = min(Xy, Xy, ..., Xp)
* min(X;) >z < alle X; > z (gilt in beide Richtungen; die Ereignisse haben
gleiche Wahrscheinlichkeit)
Plmin(X;) >z] =P[(X; >2)n (X, >2z) N ... n (X, > 2)]

wenn alle X; paarweise

P(Z>2z)=PX;>2)-P(Xy>2)-..-P(X, > 2) unabhiingig sind

1-Fy(2) = (1 - FXl(Z)) - (1 _ FXZ(Z)) o (1 - FXn(z)) P(X;>7) =1 Fy,(2)

Verteilung fiir das Minimum mehrerer

n
Fp(z) =1- l_[[l - FXi(Z)] unabhdngiger Zufallsvariablen
i=1

wenn alle X; (unabhdngig sind und) die

Fz(2) =1-[1-F@I" gleiche Verteilung haben

www.matstat.org
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Minimum mehrerer Zufallsvariablen

Beispiel: Lebensdauer eines elektronischen Bauelementes, Blom et al. s. 93

Ein elektronisches Bauteil enthélt zwei Komponenten (X, Y) welche in Serie
gekoppelt sind. Die Lebensdauern beider Komponenten sind exponentiell verteilt.
Suche: Verteilung fiir die Lebensdauer des Bauteils (Z) !

1—e™®* x>0 1—e®Y y>0
reo={17g" 120} mo={1E 220

+~—— Komponente 1 Komponente 2 ——

Serienschaltung: Lebensdauer des Bauteils = Minimum der Lebensdauern der
Komponenten Z = min(X,Y)

F,)=1-1-FK@] - 1-F@]=1-[1-1-e%)]-[1-(1-e?7)]
C—e@7.gbI— 1 _~@)z 23>0

fz(z) =(a+Db)- e~(athyz ;5 Dichtefunktion, nach Ableiten

Z ~ Exp(a+b) Serienschaltung

www.matstat.org
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Summe von zwei Zufallsvariablen
X,Y: diskrete Zufallsvariablen, pyy(i,j) sei bekannt (simultane
Wabhrscheinlichkeitsfunktion)
Z =X +Y Summe, Zufallsvariable
o wird tber alle i und j
pz(k)=P(Z=k)=PX+Y=k)= Z pX,Y(lv]) summiert deren Summe
i+j=k gleich kist
i+j=k - j=k—i
k
pz(k) = Z pxy (i, )) = pr,y(i,k -1
itj=k i=0
k
pz(k) = Z px(@ - py(k — O
i=0
...wenn X und Y unabhéngig sind
Wirfel, k = 6
www.matstat.org
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Summe von zwei Zufallsvariablen

X,Y: Kontinuierliche Zufallsvariablen, fy y(x,y) sei bekannt (simultane
Dichtefunktion)

Z =X+Y Summe, Zufallsvariable

F;(z)=P(Z<z)=PX+Y<2Z)= _U fxy(x,y) dx dy

x+y<z

Die Dichtefunktionen erhalt man durch Ableitung. Integrationsgebiet!

Wenn X und Y unabhdngig sind erhélt man (Herleitung Blom et al,, S. 96):
+oo
fz(2) = f fx(x) - fy(z—x) dx Faltungsformel

Anmerkung: Differenzen zweier Zufallsvariablen, Z = X — Y, konnen
behandelt werden indem man formal —Y addiert.

www.matstat.org
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Summe von Zufallsvariablen

Beispiel: Es seien X und Y unabhdngige und exponentiell verteilte Zufallsvariablen mit
demselben Parameter A. Berechne die Dichtefunktion fiir die Summe von X und Y !

~2 —Ay
_(A-e** x>0 _]Ae y>0 N
fx(x) —{ 0 Y20 } ) { 0 y<0 X,Y ~ Exp(%)
oo +oo ~— — Vorsicht!:
f2(2) = f fx(x) - fyz—x)dx = f Aoe™ . ) e~z gy Z_x>q
o o notwendig!

z

z
=flz-e‘“dx=AZ-e"l'z-fldx=/12-e‘)"z-z

Dichtefunktion fiir die Summe zweier unabhéngiger,
fZ(Z) =)2.e 2.4 exponentiell verteilter Zufallsvariablen mit gleichem 4
(z>0).

Verallgemeinerung fiir mehr als zwei Summenden (z > 0) :

n
f; (z) = A R B & exponentiell verteilten Zufallsvariablen
z (n—1) (Gammaverteilung mit ¢ = n)

www.matstat.org

Dichtefunktion fiir die Summe von n unabhéngigen,
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