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Der Erwartungswert einer Zufallsvariable

» X:diskrete oder kontinuerliche Zufallsvariable (Z.v.)
* px(k) : Wahrscheinlichkeitsfunktion; fx(x) : Dichtefunktion

Erwartungswert: gewichteter Mittelwert; jedes Elementarereignis wird mit
seiner Wahrscheinlichkeit gewichtet

Beispiel : diskrete Zufallsvariable X

k 1 2 3 «— der arithmetische Mittelwert ist:
k 1 1 1 M= 1+2+3 )
px (k) / 6 /3 /2 = 3 =

Erwartungswert: E(X) "Expectation”

EX) =1 1+2 +3 1_1 4+9 1 21
6 3 2 6 6 6 6 3
. . * die wahrscheinlichsten Elementarereignisse
Gewichte addierenzu 1 bekommen die grofiten Gewichte
* weniger wahscheinliche Elementarereignisse
bekommen kleinere Gewichte
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Definition des Erwartungswertes

X : diskrete oder kontinuerliche Zufallsvariable (Z.v.)
* px(k) : Wahrscheinlichkeitsfunktion; fx(x) : Dichtefunktion

Diskrete Zufallsvariablen:

* jeder Summand = Elementarereignis * dessen W.
ECO =) keps®) | L] :

e summiert wird tber alle k von Q
keQ

Kontinuierliche Zufallsvariablen:

+oo

_ . * Integral an Stelle der Summe
EQ) = J- x - fix () dx * integriert wird liber den Wertebereich von X

— 00

Der Erwartungswert wird oft mit u bezeichnet, also u = E(X)

www.matstat.org

Erwartungswert fiir eine Funktion einer
Zufallsvariablen

Funktion einer Zufallsvariable X: X?;2-X; X3; eX; ..

EQX) = f ¥ Fo() dx

My(t) = E(e**)  "moment-generating function”

E(x?) = fxz - f () dac

E(X™) = d"M, n-tes Moment
dtn o = n-te Ableitung fiirt = 0
E(eX) = fe" - fxr(x) dx

Allgemein:
kontinuerlich diskret
ELg001 = [ 900 - fx@) ax Elg(0] = Y g(k) - pa(k)
‘\/ ‘\k/'
gleiche Funktion gleiche Funktion

www.matstat.org
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Erwartungswert fiir eine Funktion einer

Zufallsvariablen
Beispiel Parkgebiihr: die Parkzeit sei eine gleichférmig auf dem Intervall (0, 1)
verteilte Zufallsvariable X : ... man schreibt auch X ~ U(0,1) ; U von "uniform”
die Dichtefunktionen ist also: e Ne))
= X~ U(0,1)
(1 0<X<1 g
fx(9) = { 0  sonst } @
e gleichférmig verteilt auf (0, 1) : :
+ X~U(0,1) °
0‘0 0‘5 1‘0 1‘5 XZ‘O
Erwartungswert: 1
X' 1
EX) = fx - fx(x) dx = fx cldx = [7] =3 "mittlere Parkzeit”
0 0 —

www.matstat.org

Erwartungswert fiir eine Funktion einer
Zufallsvariablen

Beispiel, Fortsetzung : die Parkgebiihr sei 1 Euro Startgebiihr plus 20
Cent/Stunde. Die Parkgebiihr ist also auch eine Zufallsvariable (Y).

Esist Y =100+ 20-X  (Yisteine Funktion einer Z.v, und daher auch eine Z.v.)

1 0<X<1 } Dichtefunktion fiir die

Zur Erinnerung:  fy(x) = { 0 sonst Parkzeit

Erwartungswert fiir die Parkgebiihr :

+00 1
E(Y) = E(100 420 - X) = f (100 + 20 - X) ~fx(x)dx=f(1oo+zo-x)-1dx
R 0
gx) gx)

=[100 - x]} + [10 - x?]} = 100 + 10 = 110

(das sind 100 Cent fiir die Startgebiihr und 10 Cent fiir die mittlere
("erwartete”) Parkzeit von einer halben Stunde)
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Die Varianz einer Zufallsvariable

* X :diskrete oder kontinuerliche Zufallsvariable (Z.v.)
* px(k) : Wahrscheinlichkeitsfunktion; fx(x) : Dichtefunktion

Die Varianz beschreibt die Streuung einer Z.v.. Bezeichnung: V' (X)

Definition: | V(X) = E[(X — u)?] | wobeiu = E(X)

Oft werden die Bezeichnungen o oder 62 fiir V(X) verwendet

Bsist: ELo00] = [ 900 fr@dx  sei g) = (x - 2
bow: B0 = ) g0k) - px(R) sei g(k) = (k — )2
:
kontinuierliche Z.v. diskrete Z.v.
= (v = T(" _0tfde| | VOO = Z(k — % - py(k)

Varianz, Illustration (fir diskrete Z.v.)

VOO = D =% py(h)
kK ~—~—
quadratischer Abstand vom Erwartungswert

1 | 1
| 8

014
1

013
1

010 011 012
1 I 1

1 1
1 2 3 4 5 6 7

W_/
k—p

Elementarereignisse, die weit weg vom Mittelwert p entfernt liegen
und gleichzeitig eine grofde Wahrscheinlichkeit py (k) haben, tragen
viel zur Varianz bei., d.h. hohe Siulen weit weg vom Erwartungswert
p verursachen grofde Varianz.
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Varianz, alternativer Ausdruck
V0N = =0 £l dx = [ G2 4 = 2300 - ) dx

= [ ey dx b [ fxGo dx = 2ue [x g dx
-
=1 =EX)=u
=EX?)+pu*-2-p* =EX?) —p? dies ist oft leichter zu berechnen
also:
+ 00
E(X?) = f x% - fxy(x) dx  wenn X kontinuerlich

— 00

Q) = Y 1 pe(R)
k

V(X) = EX?) —u?

wenn X diskret

uwe.menzel@matstat.org

9
Berechnung der Varianz
Beispiel : diskrete Zufallsvariable mit folgender Wahrscheinlichkeitsfunktion:
k 1 2 3 4
Berechne die Varianz V(X) !
px (k) 1/8 2/8 4/8 1/8
1 2 4 1 21 212
= = - - - —_ — 2
u=EX) 18+2 8+3 8+48 3 W=
—
k- px (k)
1 2 4 1 61
2y —12._ 2. - 2. 2. =—
E(X?)=1 8+2 8+3 8+4 5=3
—
k? - px (k)
V(X) = 61 _21°_61-8-21% 0.73 V(X) fiir Wiirfel ??
T8 64 64 == B
www.matstat.org
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Standardabweichung fiir eine Zufallsvariable

D(X) = /V(X) D(X) = 0; die positive Wurzel wird gewahlt

Wird oft mit o oder g, bezeichnet, also g, = D (X)

Die Standardabweichung hat die gleiche Einheit (Meter, Sekunde, ...) wie die

Zufallsvariable X.
Variationskoeffizient
D(X) * Streuung in Relation zum Erwartungswert (wenn der
R(X) =——= Erwartungswertgrof3 ist, kann eventuell eine grofiere
EX) Streuung akzeptiert werden).

¢ dimensionslos

* wird oftin % angegeben

www.matstat.org
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Median
"mittlerer Wert” einer empirischen Verteilung oder Dichtefunktion...
a) diskrete Zufallsvariablen
l bei ungerader Anzahl von Werten
€ © S S ©
l bei gerader Anzahl von Werten
G © co—1——© © ©
b) kontinuierliche Zufallsvariablen
Der Median teilt die Fliche unter der ~ ~ | Median
Dichtefunktionen in zwei gleiche Teile
Daher gilt fiir die Verteilungsfunktion: = - n o
S o
1l I
Fx(xo 5) = 05 S g __8:)
. = S
o] Ho]
. . . =3 23
Xo.5 = Bezeichnung fiir den Median ¢ |
T T T T
0.0 0.5 10 15
www.matstat.org
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Median

o Der Median ist nicht das gleiche wie der Erwartungswert!
o Median und Erwartungswert fallen nur zusammen wenn die Verteilung
symmetrisch ist!

Beispiel :

Fy(y) =y2 fir 0<X<1; 0 sonst

Berechne den Median!:
Fx(xg5) = 0.5 Xo.5 = Median

2 1 = 1
:> Xo5 = E Xo5 = E

www.matstat.org
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Beispiel o
R1C)
Zv. X mit Dichtefunktion "1
_(2-x 0<x<1 ]
fx(0) = { 0 sonst } .
x
O,‘O O,‘E 1‘0 175
Erwartungswert:
+00 1 1 311
x 2
EX) = f x‘fx(x)dx=fx~2~xdx= 2~x2dx=2~[?] =3
—0o0 0 0 0 —
Varianz:
+00 1 1 1
x4 1
E(X?) = f xz'fx(x)dx=fx2-2-xdx=2-fx3dx=2-[7] =3
—o0 0 0 0
1 4 9 8 1
= Y == =
V) =EX) -k =555 15" 18
www.matstat.org
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Beispiel, Forts.

Z.v. X mit Dichtefunktion

P

Verteilungsfunktion

(2x 0<x<1
fX(x)_{ 0 sonst }

X zx
FX(x)zffx(t)dt=f2-tdt=2.|:%] =£
e 0

0
0 x<0

Fx(x) =1 x2 0<x<1
1 x>1

Median
Fx(xo5) =05 = Xg.s

=1

@ | FX(X)

04

0.2

0.0
=

T T T T T
-05 0.0 05 10 15

=05 = x45=V0.5

www.matstat.org
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03

02

0

X4 = Bezeichnung fiir a-Quantil

Quantile

0<ac<l

fx(x)

Flache a

* Quantile unterteilen empirische Daten,
Verteilungs- oder Dichtefunktionen.

* Am einfachsten zu merken: das Quantil x,, ist
so positioniert, dass die Flache unter der
Dichtefunktionen rechts von x, gerade a ist.

Wichtig!: Es gibt eine alternative Definition,
besonders im englischen Sprachraum. Nach dieser
Definition liegt x, so, dass die Flache unter
Dichtefunktionen links von x, gerade a ist. In dieser
Vorlesung wird nur erstere Definition verwendet!

Wenn die Flache rechts vom Quantil « ist, so muss die Flache links 1 — « sein
(Axiom 2). Mit Hilfe der Definition fiir die Verteilungsfunktionen folgt:

Fx(xg) =1—«a

Quantile werden gewohnlich mit dieser Formel berechnet
(wenn es moglich ist, den Ausdruck nach x, aufzulosen).

www.matstat.org
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Beispiel : Berechnung des Quantils xg g5

Sei X eine Z.v. mit folgender Dichtefunktion:  fy(x) = {

1. Verteilungsfunktion:

X

x -2t1%
Fy(x) = ffx(t) dt = f 2-e2tdt=2- [6_—2] =[e?]9=1—-e%
—oo 0 0 —_—

2-e72 x>0 }
0 x<0

flirx >0,
sonst 0

2. Berechnung des Quantils xg g5 Fx(xq) =1—a mita = 0.05

1— e 2%0s =1 —0.05 = 0.95 F ()

e~ 2%00s = 0,05

—2-%Xp0s = In0.05 Fliche = 0.05

1
XO_OSZ—E'IHO.OSzl_.S g = ‘ ‘ -
T 0.0 05 1.0 /5 20

uwe.menzel@matstat.org
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Quartile

Quartile teilen die Dichtefunktion in vier gleich grofe Teile.

04

Zusammenhang mit
Quantilen:

03

1:a Quartil = xq 75

02

2:a Quartil = xg 5 (Median)

25% 125%; 25% 25%
1 1 1

~ \

1. Quartil _ 3:e Quartil
2:a Quartil

01

3:e Quartil = x¢ 55

00
\

o Das 2. Quartil ist gleichzeitig der Median (fiir symmetrische Dichtefunktionen
gleichzeitig der Erwartungswert).

o Der Abstand zwischen 1. und 3. Quartil wird IQR genannt ("Inter-Quartile Range”).
Dieser kann als (grobes) Maf fiir die Streuung einer Zufallsvariable benutzt
werden.

www.matstat.org
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Lineare Transformation von Zufallsvariablen

X,Y: Zufallsvariablen _ . .
a, b: reelle Zahlen Y=a-X+b Lineare Transformation
) spezieller Fall: a = 1 Y=X+b b konstant

a

04

* der Erwartungswert wird um b
verschoben

¢ die Varianz bleibt unverandert

02
!

Wiirfel: Qx =1{1,2,3,4,5, 6}
Qx+2 = {3; 4’: 5: 6: 7: 8}

0.1

EX) E(Y)

www.matstat.org
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Lineare Transformation von Zufallsvariablen
X,Y: Zufallsvariablen . .
a, b: reelle Zahlen Y=a-X+b Lineare Transformation
b) speziellerFall: b = 0 Y=a-X a konstant = Skalierung,
(Anderung der Mafeinheit
z.B. m = cm auf der x-Achse)
S 0 x Vea.X o der Erwartungswert wird verschoben
- | o die Varianz dndert sich
o | Wiirfel:
Oy =1{1,2,3,4,5,6}
N Qs.x = {5,10,15,20,25,30}
= ~
2 2 6
E(X) E®)
www.matstat.org
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Rechenregeln flir Lineare Transformationen von Z.v.

E(a-X+b)=a-EX)+b Y=a-X+b Lineare Transformation

. =a?-
Via-X+b)=a*-V(X) \\ eine Verschiebung um b hat

D(a-X +b) = |al - D(X) keinen Einfluss auf die Varianz

Beweis (fiir kontinuierliche Zufallsvariablen):

E(a-X+b)=f(a-x+b)-fx(x)dx=a-J-x-fX(x)dx+b-J-fX(x)dx

H/_/ H/_/
=a-EX+b - EX) -1

V(a-X+b)=f[(a-x+b)—(a-u+b)]2-fx(x)dx=a2-f(x—u)2-fx(X)dx
H/_/

- V() E(a-X+b)

uwe.menzel@matstat.org
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Standardisierte Zufallsvariablen

X : Zufallsvariable Seien: E(X) = 4 (Erwartungswert)
V(X) = 02 (Varianz)
D(X) =0 (Standardabweichung)
Durch lineare Transformation von X kann eine neue Zufallsvariable Y

gebildet werden: Subtraktion des Erwartungswerts von X und Teilen
durch die Standardabweichung von X)

www.matstat.org
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Standardisierte Zufallsvariablen

Erwartungswert und Standardabweichung fiir Y werd%)

E(y)zE(u>=E<E.X _ E)ZE.E(X)_EZO
(2 o o o g =

v(y):v(u>=v<l-x - 5):%-1/()():1
g g o =

Sei X eine Zufallsvariable mit E(X) = u und D(X) = ¢. Die standardisierte
Zufallsvariable Y = % hat den Erwartungswert 0 und die Standardabweichung 1.

Wichtig!: Dies sagt jedoch noch nichts iiber die Verteilung von Y aus. Die Zufalls-
variable Y hat im Allgemeinen nicht die gleiche Verteilung wie X. Mehr dazu spéter.

www.matstat.org
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