Grundlagen der Mathematischen
Statistik

Diskrete und kontinuierliche Zufallsvariablen
Uwe Menzel, 2018

uwe.menzel@matstat.org

www.matstat.org

Diskrete und kontinuierliche Zufallsvariablen

Zufallsvariable (Z.v.):

* Variable welche zufdllige Werte annimmt; beschreibt einen Zufallsversuch
* grofde Buchstaben: X, Y, L usw.
¢ unbestimmt vor Zufallsversuch

Observation (fiir eine Z.v.):

* Resultat (Realisation) eines Zufallsversuches
¢ kleine Buchstaben: k, x, 1 usw.

Diskrete Z.v.:

* kann nur eine endliche (oder abzdhlbar unendliche) Anzahl Werte annehmen
* Augenzahl beim Wiirfel; Anzahl Wiirfe bevor zweimal hintereinander dieselbe
Augenzahl kommt; Anzahl von Kunden in einer Warteschlange; Anzahl der

Anwender auf einem Server; Anzahl von Autounfallen pro Jahr usw.

Kontinuierliche Z.v.:

e nicht diskret !

* nimmt reelle Werte an ("unendlich dicht”: zwischen zwei beliebigen reellen Werten
gibt es unendlich viele reelle Zahlen)

* Lebensdauer einer Glithbirne ; Gewicht ; Windgeschwindigkeit ; elektrische
Spannung ; Konzentration einer Chemikalie ; ...
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Diskrete Zufallsvariablen
Diskrete Z.v.:

* kann nur eine endliche (oder abzahlbar unendliche) Anzahl Werte
annehmen

* Augenzahl beim Wiirfel; Anzahl Wiirfe bevor zweimal hintereinander
dieselbe Augenzahl kommt; Anzahl Kunden in einer Warteschlange;
Anzahl User auf einem Server; Anzahl Autounfille pro Jahr usw.
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Wahrscheinlichkeitsfunktionen

» X:diskrete Zufallsvariable (Z.v.)
* k: Realisation (Observation)

Bezeichnung fiir die Wahrscheinlichkeit, dass die Zufallsvariable X den Wert
k annimmt:

P(X = k) oder px(k)

Wahrscheinlichkeitsfunktion: P(X = k) fir jedes k aus Qy

Beispiel: Wiirfel, Zufallsvariable X : Augenzahl fiir einen Wurf

1
PUX=4) = py(®) = ¢
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Eine Wahrscheinlichkeitsfunktion

... kann auf drei Arten beschrieben werden:

Beispiel: Wirfel: Qy = {1,2,3,4,5, 6}

1. Tabelle: k 1 2 3 4 5 6
@ | Yo | Yo | e | Yo | e | Ve

2.Formel:  px() =1/, k=126

1 2 3 4 5 6

3. Sdulendiagramm:

0.16 0.18 0.20
I

P(X=k)

0.10 012 014
L

Eigenschaften von
Wahrscheinlichkeitsfunktionen

0<pxlk) <1 firallek (folgtaus Axiom 1)

Z px(k) =1 Axiom2 P(Q) =1
alla k

P(A) = Py () Axiom 3 (die Elementarereignisse fiir verschiedene k

= miissen unvereinbar sein)
[S]

\ es wird iiber alle Elementarereignisse, die zum Ereignis A
gehoren, summiert

Beispiel : Wiirfel A ={2,4,6} (gerade Zahl wird gewiirfelt)

PUAY= Y i) = pu(@) +pe®) + pu(6) =

6
k=2,4,6
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Eigenschaften von Wahrscheinlichkeitsfunktionen

Beispiel : zwei Wiirfel ; Zufallsvariable Z = Augensumme Q7 = {2,3,...,12}

k 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 2 3 4 5 6 5 3 2 1
Pz | Y6 1%/36 |36 | 36 | °/36 | */36 | */36 | /36 | /36 | “/36 | /36
[1 23456
1|2 3 @5 6 1
In Vorlesung 1 wurde die ; ;‘ ‘g“z g; 3
Tabelle schon verwendet 456778 910
5/6,778 9 1011
678 9 1011 @

Haben wir das richtig gemacht ? :

o<p<1

12
‘ Spw=1

P(summa)
004 006 008 010 012 014 016

k=2

|
T

Eigenschaften von Wahrscheinlichkeitsfunktionen

Fortsetzung, Beispiel : zwei Wiirfel

Ereignis A : Summe der Augenzahlen ist eine gerade Zahl

P(A) = ) 1K) = () + (8 + . p,(12) =
KEA

N

Ereignis B : Summe der Augenzahlen < 4

1 2 3 1
P(B):P(ZS4')ZPZ(2)+pZ(3)+pZ(4):%+%+%:g

1 23456

1/[QQ@ & 5 6 7

2(@@5 6 778

3|5 6,789

4156 7 8 9 10

506 78 9 1011

6|7 8 9 10 11 @
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Eigenschaften von Wahrscheinlichkeitsfunktionen

Beispiel 1, diskrete Wahrscheinlichkeitsfunktion

k 1 2 3 4 9-:{1,2,3;4}

px(K) | 0.2 0.3 0.4 ? = px(4) =01  Axiom?2

PX<1)=py(1)=0.2 Diskrete Verteilung

P(X >1) =px(2) +px(3) + px(4) = 0.8 T
P(1 <X <3)=px2) +px(3) =07 3

=

0

X o
T 34

Vorsicht!: Die Eins ist nicht einbegriffen!
Fur diskrete Z.v.. ist es sehr wichtig,
zwischen "<” und "<” zu unterscheiden! <

P(1<X<3)

Eigenschaften von
Wahrscheinlichkeitsfunktionen

Beispiel 2, diskrete Wahrscheinlichkeitsfunktion

k 1 2 3 4 0=1{1,273,4}
px (k) 0.2c 0.3c 0.4-c 0.5-¢c c=7?
. 5
pr(k)=1.4~c=1 = 0222— (Axiom 2)
=] 1 7

Zusammenfassung: Eine Wahrscheinlichkeitsfunktion

+ gibt die Wahrscheinlichkeit fiir jedes Elementarereignis einer diskreten

Zufallsvariable an
* kann durch Formel, Tabelle oder Sdulendiagramm reprasentiert werden
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Verteilungsfunktionenen fir diskrete Zufallsvariablen

Definition Verteilungsfunktion: * X :Zufallsvariable
* a:reelle Zahl

Fy(a) =P(X < a)

Zeichen "<” wichtig: "kleiner oder gleich a” !

Verteilungsfunktionen kdnnen mit Hilfe der Wahrscheinlichkeitsfunktion berechnet
werden:

Wahrscheinlichkeitsfunktion

Fr(@) = P < @) = ) pe(R)

k<a

020
I

0.15
I

o Summation Uber alle py (k) deren
Argument k kleiner oder gleich der
reellen Zahl a ist
o (Anm.: die Zahl a muss also nicht zum
Ereignisraum () gehoren!)
o die Verteilungsfunktionen ist eine —— a
kumulative Summe Summe iber diese k

P(X=k)

010
I

005
I

Verteilungsfunktionen fiir diskrete Zufallsvariablen

o Elem.ereignis k 1 2 3 4 5 6
Beispiel :
=
‘ .0. Verteilungstkt. | Fy(k) 1/6 2/6 3/6 4/6 5/6 1

Verteilungsfunktionen (engl. CDF: Cumulative Distribution Functions) sind
kontinuierliche Funktionen (definiert fiir reelle Zahlen). [in der obigen Tabelle nur fiir
ausgewahlte Punkte notiert]

rechtskontinuierlich:
Fx() =P(X <1) =1/

Fx(r)

418 5i6
|

38

«— steigtum py(3)| Fx(45) = 2/3

2/8

«— steigt um px(2) Fx(1000) =1

116
1

Fx(a) ist 1 fiir alle Zahlen a, die groRRer oder
gleich dem grofiten Elementarereignis sind




Verteilungsfunktion, Eigenschaften

Fx(t) istja selbst eine Wahrsch.: Fy(a) = P(X < a);
Fx(t) muss also zwischen 0 und 1 sein (Axiom 1)

0<Fy(t) <1

lim Fy(t) =0 "Fx(—) = 0": Fy ist Null "links” vom kleinsten Wert in 0
to—o0
tlim Fx(t) =1 alle Elementarereignisse miissen kleiner als oo sein, also "P(X < o) = 1".
—+00

t, >t > Fy(ty) = Fy(ty) F wéchst mpnoton (n.irlnmt nicht ab). .
Es werden ja nur positive Zahlen p, (t) addiert.

Berechnung der Wahrscheinlichkeitsfunktion mit Hilfe der Verteilungsfunktion
(Beispiel Wiirfel):

Fy(3) = px(1) + px(2) + px(3

~ /

~
Fx(4) = Fy (3) + px(4)
= px(4) = Fx(4) — Fx(3)

Fy (k) steigt bei k um py (k), siehe Bild oben
px (k) = Fy(k) — Fx(k — 1) Fy ist oft tabelliert - Moglichkeit zur Berechnung
von py (k)

Verteilungsfunktion und Wahrscheinlichkeit fiir
Ereignisse

. ) ) . korrekte Anwendung der
X: diskrete Zufallsvariable ; Fx : dessen Verteilungsfunktion  7eichen < sehr wichtig!

P(a < X <b) = Fx(b) — Fx(a) also Pla<X<b)=PX<b)-PX<a)

0.140
0.140

| px(k) | px(k)

0.130
0.130

0.120
0.120

a b ‘ 1

) a b N~
~— P(X <a)
a<X<b

P(X < b)

www.matstat.org
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Verteilungsfunktion und Komplementsatz

PX>a)=1-P(X <a) P(X >a) =1-Fy(a)
HENG)
§*| | 1

N W

P(X <a) P(X > a)

www.matstat.org

Kontinuierliche Zufallsvariablen

Kontinuierliche Zufallsvariable:

* nichtdiskret!

* nimmt reelle Werte an ("unendlich dicht”: zwischen zwei beliebigen reellen
Werten gibt es unendlich viele reelle Zahlen)

* Lebensdauer einer Glithbirne ; Gewicht ; Windgeschwindigkeit ; elektrische
Spannung ; Konzentration einer Chemikalie ; ...
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Dichtefunktionen fiir kontinuierliche
Zufallsvariablen

Eine Kontinuierliche Zufallsvariable X kann mit Hilfe einer Dichtefunktion fy(x)
beschrieben werden.

* X :kontinuierliche Zufallsvariable (Z.v..)

* x:Argument Definition der Dichtefunktion:

Die Wahrscheinlichkeit, dass die Z. v.

. X zwischen den reellen Werte a und
fx(x) b landet soll gleich der Flache unter

der Dichtefunktion zwischen aund b

sein:

04

03
1

02
I

0.1

b
Pla<X<b)= ffx(x) dx

00
1

=W, dass X im Intervall (a, b) landet

www.matstat.org

Dichtefunktionen fiir kontinuierliche Zufallsvariablen

04

1 Die Gesamtflache unter der Dichtefunktion
muss 1 sein ( Axiom 2: P(Q) = 1)

03
L

02
1

+00
f fx()dx =1 Normierung

0.1

dies ist ja die W., dass X zwischen -co und
\ \ \ \ \ . T +oo landet - ein Ereignis, welches mit
Sicherheit eintreffen muss!

[sk)
1

Anmerkungen:

« Wenn der Ereignisraum ( auf ein gewisses Intervall (u, v) begrenzt ist, konnen
die Integrationsgrenzen in der obigen Formel auf diese Werte gesetzt werden.

* Eine Dichtefunktion kann nur die W. angeben, dass X zwischen zwei Werten
landet, dagegen hat eine einzelne reelle Zahl immer die Wahrscheinlichkeit Null !

E@@ gibt es nicht fiir kontinuierliche Zufallsvariablen!

www.matstat.org
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Dichtefunktionen fiur kontinuierliche Zufallsvariablen

Zur Erinnerung: eine Wahrscheinlichkeitsfunktion fiir eine diskrete Z.v.. muss
folgende Bedingung erfiillen: 0<py(k) <1

Im Gegensatz dazu kann eine Dichtefunktion Werte annehmen, die gréfRer als 1 sind,
solange die Gesamtflache unter der Kurve Eins ist:

Beispiel: Gleichférmige kontinuierliche Verteilung im Intervalll (1, 1.5)

o fx(x)
o +o00 1.5
o | f fx(x) dx=f 2dx =[2x]}° =1
2 J J =
= (viel) einfacher: 2 - 0.5 = 1
0.‘5 1.‘0 1.‘5 2.‘0
www.matstat.org
Verteilungsfunktionen fiir kontinuierliche
Zufallsvariablen
X : kontinuierliche Zufallsvariable ; Fy : dessen Verteilungsfunktion
& fx(x)

Fy(a) =P(X <a) = ffx(x)dx S

Dadurch wird fiir jeden Wert von a _

eine neue Funktion definiert: <

Funktionswert = Flache unter der i T

Dichtefunktionen "links” von a. ° b ‘ 3 ‘ ‘ ‘ ‘

0 1 4 5 6

Fx(a) entspricht der blau
markierten Flache

www.matstat.org
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Zusammenhang zwischen Dichtefunktion und

Dichtefunktion

04

03
1

0.1

00
L

Verteilungsfunktion
a
Fy(a)=PX <a) = ffx(x)dx
Verteilungsfunktion
o | Fy(x)
= | Fy(a) =03
s o 1 2 a; « s e

uwe.menzel@matstat.org

Eigenschaften von Verteilungsfunktionen

X : kontinuierliche Zufallsvariable ; Fy : dessen Verteilungsfunktion

lim Fy(a) =0
a——oo

lim Fx(a) =1
a—+oo

"Fy(—o0) = P(X < —)” (letztere Notation ist nicht korrekt)

"Fx(c0) = P(X < c0)”

Die Verteilungsfunktion wachst monoton:

(letztere Notation ist nicht korrekt)

o

Fy(x)

N

wachsend

_,1

Monotonie:

wenn a; < a,
dannP(X < a;) < P(X < a,)

also Fx(a,) < Fx(a,)

2019-09-12

11



Berechnung von Wahrscheinlichkeiten mit Hilfe von
Verteilungsfunktionen

X : kontinuierliche Zufallsvariable ; Fy : dessen Verteilungsfunktion

Zur Erinnerung: die Wahrscheinlichkeit, dass die Z.v. X zwischen den reellen Werten
aund b landet ist gleich der Flache unter der Dichtefunktionen zwischen a und b:

= b
X
fx () Pla<X<b)= ffx(x) dx = Fy(b) — Fy(a)
= a
= P(a < X < b) = Fx(b) — Fy(a)
S Pla<X < b)
. b
’ Anm: die Unterscheidung zwischen "<” und "<” ist
Fy(a) in Formeln fiir kontinuierliche Z.v.. nicht wichtig!
— _/
~
Fx(b) www.matstat.org

Berechnung von Wahrscheinlichkeiten mit Hilfe
von Verteilungsfunktionen

o -2
Beispiel: f(x) :{ 2 Oe tox ig } Exponentialverteilung
x

fx(x) Exponentialverteilung

15

P(0.25< X <0.5)

P(1<X<1.25)

05
|

00

www.matstat.org
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Berechnung von Wahrscheinlichkeiten mit Hilfe von
Verteilungsfunktionen

Beispiel , Fortsetzung : fo() = { 2.e72% x>0 }
X 0 x<0
+00
a) Stimmt Normierung?: f fx@)dx=1 7?
—o00

+oo

_Zofx(x)dx = OTOZ ceT2 dyx = [2 -iz-e‘zx] =[e72*]9 =1 ‘/

- 0 =

uwe.menzel@matstat.org

Berechnung von Wahrscheinlichkeiten mit Hilfe von
Verteilungsfunktionen

Beispiel , Fortsetzung: () = { 2.e72% x>0 }
X 0 x<0

b) Berechnung der Verteilungsfunktion: a > 0 gefordert!

Fe(a) = f feGOdx = f 2072 dx = [e~2]¢ = [e"2¥]0 = 1 — e~20
J 1™

—00

e 2% 4>
FX(X)Z{l o ;28}

uwe.menzel@matstat.org
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Berechnung von Wahrscheinlichkeiten mit Hilfe
von Verteilungsfunktionen

Beispiel , Fortsetzung:

20

1.8

1.0

05

0.0

Fye(x) = {1—9_2" x=0 }

fx(x)={2'e_2x x20} 0  x<0

0 x<0

1.0

fx(x) Fx(x)

asymptotische
Annédherungan 1

08

06

s, @) =1

04

0z

[she]

www.matstat.org

20

15

1.0

05

00

Berechnung von Wahrscheinlichkeiten mit Hilfe
von Verteilungsfunktionen

Fye(x) = {1—6‘2" x=0 }

Beispiel , Fortsetzung:
Belspie & 0  x<0

fx(x) Exponentialverteilung P(0.25 < X < 0.5) = Fy(0.5) — Fy(0.25)

=(1-eH-(1-e%

P(0.25< X <0.5) =e 05 _ -1 =0239

P(1 < X < 1.25) = Fx(1.25) — Fx(1)

=(1-e2-(1-e3)
=e 2 _—¢725=0.053

P(1 <X <1.25)

uwe.menzel@matstat.org
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Der Zusammenhang zwischen Dichtefunktion
und Verteilungsfunktion

a
a
Fy(a) = J-fx(x)dx Ableitunga

—0o0
— Ableitung eines Parameterintegrals — Leibnizregel:
5 o(a)
9 oo | 160 dx = hlo(@1 - 6(@) - Hlu(@)] - i@
_FX(a) zfX(a) u(a) . .
da (wenn der Integrand nicht explizit

von a abhéngt)

Beispiel Exponentialverteilung , Fortsetzung:

Fy(a) =1—e72% fiira>0

0 0
i@ =5-Fr@ =5-(1=e?D =2-¢2 /(>0

www.matstat.org

Berechnung von Wahrscheinlichkeiten fiir diskrete
und kontinuierliche Zufallsvariablen

Diskrete Z.v. Kontinuierliche Z.v.
P(a <X < b) = Fy(b) - Fx(a) Pla<X<b)=Pa<X<b)=Pa<X<bh)
X/
sehr wichtig! spielt keine Rolle!
) 1 px(k) )
§ u ‘ ‘ 1 g |
a b . b
W_/ ——
a<X<b Fy(a)
Fx(b)

2019-09-12
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Berechnung von Wahrscheinlichkeiten fiir
kontinuierliche Zufallsvariablen

. <
¢y 0<y_1} ¢ = Konstant

Beispiel: Dichtefunktion fr&») ={ 0 somst

a) Berechne die Konstante ¢

! 1

+o00
1 1
1= f fY(Y)dy=fC'ydy=c'[E~y2] =c3 —= =2
n
% o

b) Skizziere die Dichtefunktion . fr)
_(2-y 0<y<1 2
fr) = { 0 sonst }

Berechnung von Wahrscheinlichkeiten fiir
kontinuierliche Zufallsvariablen

2.y O<y£1}

c) Berechne die Verteilungsfunktion fir ~ fy(y) = { 0 sonst

t

t
1 t
Fy(t) = ffy(y)dy=f2-ydy=2-[5-y2] =t? firo<t<1
0
o 2

F()=0 firt<o0 (siehe Bild oben)

:> w | Fy(t)
0 t<o0 3
Fp) =1t 0<t<1 -
1 t>1 °
www.matstat.org ,ols o‘o 0‘5 1,‘0 1‘5

2019-09-12
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Vergleich von diskreten und kontinuierlichen
Zufallsvariablen

Diskrete Zufallsvariable

Kontinuerliche Zufallsvariable

Wahrscheinlichkeitsfunktion

Dichtefunktion

P(X =k)=px (k)

Wahrscheinlichkeit ist Null fiir einen
einzelnen reellen Wert

0<px(k)<1

fx(x) kann grofRer als 1 werden

> px (k) =1

keQ

+oc
fx(@)der=1

—o0

P(A) =Y px(k)

keA

b
P(a<X§b):f Ix (z)dx

uwe.menzel@matstat.org

Vergleich von diskreten und kontinuierlichen Z.v.

Diskrete Zufallsvariable

Kontinuierliche Zufallsvariable

Verteilungsfunktion

Verteilungsfunktion

Fx (a) = P(X < a)

Fx (a)=P(X <a)

Fx (a) = px (k)

k<a

Fx(a)= j_a fx (x)dzx

Pla< X <b)=Fx(b)— Fx (a)

Pla< X <b)=Fy(b)— Fx (a)

px (k) = Fx (k) = Fx (k= 1)

P(X >a)=1-Fx (a)

P(X >a)=1-Fx (a)

Fx (x) monoton wachsend von 0 nach 1

Fx (x) monotont wachsend von 0 nach 1

2019-09-12
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