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Z-Test

testet eine Hypothese fiir den Erwartungswert y in einer normalverteilten
Population

Annahme: Standardabweichung o ist bekannt.
Nullhypothese: Hy: 1t = 1y (uo = hypothetischer Wert)

Alternative Hypothesen:
Hg: pu > po (einseitiger Test)
Hg: p < po (einseitiger Test)
Hg:p # pug (zweiseitiger Test)

Stichprobe — X,;,s (Observation des Punktschitzers X fiir i)

X;~N(u,0)

_ 1 &
X=—. X;  Punktschéatzer fiir
n ; * B o= (a,20,.. . 20)
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Z-Testfir H,: u > pg

Die Nullhypothese (H,) wird verworfen, wenn die Observation X, des
Punktschitzers X einen kritischen Wert w, in Richtung der alternativen
Hypothese iiberschreitet (Abb.), also fiir X,,s > w,. Der kritische Wert
w, ergibt sich aus dem zuvor festgelegten Signifikanzniveau a (=
Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler Typ I; rot markierte Flaiche = Wert
von a).

f %: Dichtefunktion
von X unter H

Hai > o

“ Xobs

Z-Testfur H,: u > ug

Wenn die Nullhypothese y = p, wahr ist, dann gilt X; ~ N(u, o) und daher

_ . o X —po eine N(0,1)-Variable wird
X~ N (#U: ﬁ) = 7= LN N1t mit 2 bezeichnet

Fir Hy: 1 > po und ein zuvor festgelegtes Signifikanzniveau a kann der kritische
Wert w,, fiir die Teststatistik X aus folgender Gleichung berechnet werden (siehe
Vorlesung F11):

P (}-( > wa | Ho 'wah?‘) . Bestlllmmungsglelchung fiir
N w, flir vorgegebenes a

Hy wird verworfen Fehler Typ I

Die Gleichung bedeutet: die Wahrscheinlichkeit, dass H, (obwohl wahr)
verworfen wird, soll @ sein ( = Wahrscheinlichkeit fiir Fehler Typ I). Durch
Umformen in der Klammer erhalten wir:

X _ Lo Wa — 0 Unter H,, istder linke Term in der
P > =«  Klammer N(0,1)-verteilt. Die
( o/\vn a/v/n ) Bedingung”| Hy wahr” ist damit
"verarbeitet”.
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Z-Test fir H,: u > uy

2 X — po ~ Wa — HO Y\ _ o  Unter Hyistder linke Term in der Klammer
U/\/ﬁ o'/\/ﬁ N (0,1)-verteilt, er wird daher mit Z abgekiirzt.

Wo — Mo X — o
Plz o ) = 7z = ~ N (0,1
( Z olvm ) ° opn ~ N O
Allgemein gilt:
P(Z>X)=a Definition der Quantile fiir N(0,1)
. . . . Wa — Mo
Vergleich der letzten beiden Ausdriick bt Ap=—7"7
ergleich der letzten beiden Ausdriicke ergi a N

=> Wa = fo + Aa - _9  Kritischer Wert fiir X beim Z-Test mit Hy: u > pq;
Y \/n Hywird verworfen fiir %,,s > w,

_ a
Die Nullhypothese H, wird also verworfen fir Zobs > fio + Aa - ﬁ
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Z-Testfur H,: u > ug

Die Nullhypothese H, wird also verworfen fiir ZTobs > fio + Aa -

=t

Tohs — Ho

. AQ
bzw. fir 7{;/\/5 >

Im Allgemeinen wird als Testvariable nicht X, sondern Z benutzt. Eine
Observation von Z kann mit z,,; bezeichnet werden:

Tops — [0 -
Zobs = = 2 Observation der Testvariablen Z = 2%
o/ o/Vn

Die Nullhypothese wird somit verworfen, wenn 2,45 > Aq
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Z-Test fir H,: u > uy

Zobs — Ho ) . -
Zobs = _ Observation der Testvariablen Z = 2%
0'/ \/ﬁ a/\n

Die Nullhypothese wird somit verworfen, wenn 2,45 > Aq

f7: Dichtefunktion
der Teststatistik Z
unter H,

Aq= Quantil fiir N(0,1)

Ha: > po

0 T Z_obs
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Z-Testfir H,: u < pg

Die Nullhypothese (Hy) wird verworfen, wenn die Observation x,,; des
Punktschitzers X einen kritischen Wert w,, in Richtung der alternativen
Hypothese tiberschreitet (Abb.), in diesem Fall fiir X,,s < w,. Der
kritische Wert w, ergibt sich aus dem zuvor festgelegten Signifikanz-
niveau a (= Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler Typ I).

f z: Dichtefunktion
von X unter H,

t Xobs
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Z-Testfur H,: u < ug
Wenn die Nullhypothese u = u, wahr ist, dann gilt X; ~ N(u, o) und daher

_ o B X — jp : eine N(0,1)-Variable wird
X~N (;‘JU: ﬁ) = Z= o/vn N(0.1) o mitz bezeichnet

Fir Hy: p < 1o und ein zuvor festgelegtes Signifikanzniveau a kann der kritische

Wert w, fiir die Teststatistik X aus folgender Gleichung berechnet werden (siehe
Vorlesung F11):

P (X < wa | H wah?') —a Bestimmungsgleichung fiir
a0 N w,, fiir vorgegebenes a
-------- p— !
H, wird verworfen Fehler Typ I

Die Gleichung bedeutet: die Wahrscheinlichkeit, dass H, (obwohl wahr)
verworfen wird, soll @ sein ( = Wahrscheinlichkeit fiir Fehler Typ I). Durch
Umformen in der Klammer erhalten wir:

X5 T Unter H,, istder linke Term in
P ( Ho < =2 i O) = der Klammer N(0,1)-verteilt.
a/vn o/vn Die Bedingung | Hy wahr” ist

damit "verarbeitet”.
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Z-Testfur H,: u < pg

(X' — o Wa — Mo ) Unter H, ist der linke Term in der Klammer
< =

o/\vn a/vn yvg?ale)r:/erteilt,er soll daher mit Z abgekiirzt
Wa — Mo X — o
PlZ<——| = Z = ~ N{(0,1
( o/ ) . ogm ~ N O

Allgemein gilt:

P (Z < *)\u) = Folgt aus der Definition der Quantile fiir N(0,1)

Vergleich der letzten beiden Ausdriicke ergibt  —A, Yo — fi0

T o/vn

=> Wa = 0 — Aa + —— Kritischer Wert fiir X beim Z-Test mit Hy: pt < uo;
) NG H, wird verworfen fiir X,,s < w,

Die Nullhypothese Hy wird also verworfen fir Zops < fto — A -

Bk
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Z-Testfur H,: u < ug

a
Die Nullhypothese H, wird also verworfen fiir Zobs < Ho — Aa - \ﬁ

Tobs — o

bzw. fiir TN < =Aq

Im Allgemeinen wird als Testvariable nicht X, sondern Z benutzt. Eine
Observation von Z kann mit z,,¢ bezeichnet werden:

Tobs — Ho -
Zobs = = = Observation der Testvariablen Z = 22£2
o/ o/Vn

Die Nullhypothese wird somit verworfen, wenn 2,55 << —A,

www.matstat.org

Z-Testfir H,: u < uy

Tobs — 140 7
Zobs = = 2 Observation der Testvariablen Z = 242
a/vn a/\n

Die Nullhypothese wird somit verworfen, wenn z,ps < — A,

fz: Dichtefunktion
der Teststatistik Z
unter H,

Aq= Quantil fiir N(0,1)

Hy:pu<po

N
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Z-Test fur H,: u #+ U

Die Nullhypothese (H,) wird verworfen, wenn die Observation X,,s; des
Punktschitzers X einen der kritischen Werte w, ; = yiy £ Ax in Richtung der
alternativen Hypothese tiberschreitet, also fiir |X,,s — ol > Ax (Abb.). Die
kritischen Werte w,; ergeben sich aus dem zuvor festgelegten Signifikanz-
niveau a (= Wahrscheinlichkeit fiir Fehler Typ I; rot markierte Flachen).

f %: Dichtefunktion
von X unter H

Ha: b # 1o

X
t Ho t obs
w1 = Yo — Ax Wy = fy + Ax
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Z-Test fur H,: u # uo
Wenn die Nullhypothese y = p, wahr ist, dann gilt X; ~ N(u, o) und daher

_ N a X—[.LO
th(pu,ﬁ) —) Z

- ~ N (0,1

T~ N O

Fir H,: u # po und ein zuvor festgelegtes Signifikanzniveau a kdnnen
die kritischen Werte w, ; fiir die Teststatistik X aus folgender Gleichung
berechnet werden (siehe Vorlesung F11) :

Bestimmungsgleichung
fir wy 1 = po * Ax

P(|X — po| > Az | Hy wahr) = a
»

v
Hy wird verworfen Fehler Typ I

Die obige Formel gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass X entweder gréfer
als wy; =g+ Ax oder kleiner als w; = uo —Ax wird. Aufgrund der
Symmetrie der Dichtefunktion ist diese Wahrscheinlichkeit doppelt so grof
wie die Wahrscheinlichkeit, dass X grofer als w, wird. Wir kénnen also die
Bestimmungsgleichung vereinfachen —

www.matstat.org




Z-Test fiir H,: u # U

P (|X’ — pio| > Ax | Hy wah--?') —a Bestimmungsgleichung fiir
wy1 = Ho + Ax

2-P (X > o + Az | Hy wahr‘) =a wegen Symmetrie

P (X > po+ Az | Hy wahr) = a/2 Umformen in der Klammer —

X — o ~ Az = a/2 Unter H, ist der linke Term in der Klammer
a/\n a/vn ) N(0,1)-verteilt. Die Bedingung ”| Hy wahr” ist
damit "verarbeitet”.

Ax _X—}LQNJ

Allgemein gilt: P (Z > )\Q/g) = /2 durch Verleich erhilt man daher

Ax 4
= = Ax= A,/
)\n:/Z afvyn /2 ﬁ

_ a
Die Nullhypothese H, wird also verworfen fiir |Zobs — fto| > Aaj2 - 7
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Z-Testfur H,: u # U

- o
Die Nullhypothese H, wird also verworfen fiir [Zobs — pio] > Aaya - ﬁ

|;EUEJ-."‘ - .U-O|

a/vn

bzw. fiir > Aaj2

Im Allgemeinen wird als Testvariable nicht X, sondern Z benutzt. Eine
Observation von Z kann mit z,,; bezeichnet werden:

Tobs — Mo . . X-
Zobs = - Observation der Testvariablen Z = =—£2
a/\n a/Vn

Die Nullhypothese wird somit verworfen, wenn |zgps| > Ay /2

www.matstat.org




Z-Testfir H,: y # Uy

Zobs — Ho ) . -
Zohs = — Observation der Testvariablen Z = 2%
a/vn a/vn

Die Nullhypothese wird somit verworfen, wenn [z,p¢| > Ay /2

f7: Dichtefunktion
der Teststatistik Z
unter H,

Aq/2= Quantil fiir N(0,1)

Ho:p # po

f 0 T " Zops

www.matstat.org

Zusammenfassung: Z-Test

Hy Hg, Test

U= U u> o einseitig verwerfe Hy wenn

Zobs > )‘(J
n
_ 1
Lobs = — E Ty
3
i=1

Hy H, Test
o verwerfe Hy wenn
"= U u<pug einseitig
_ Zobs < _)\{x
= — Lobs — Ho
“obs O’/\/ﬁ
Ho Hq Test verwerfe Hy wenn
U= U U # Uy Zweiseitig a a
/2 /2 | zobs| > A2

www.matstat.org —Aa/2 Aas2




t-Test fiir eine Stichprobe

o testet eine Hypothese fiir den Erwartungswert y in einer
normalverteilten Population

o Standardabweichung ¢ unbekannt (im Unterschied zum Z-Test)
o Nullhypothese: Hy: t = 1y (uo = hypothetischer Wert)
o Alternative Hypothesen:
Hy:p > po (einseitiger Test)
Hy:p < po (einseitiger Test)
Hg:p # o (zweiseitiger Test)
o Stichprobe — ¥, (Observation des Punktschitzers X fiir u)

N f 1 < _.2
=E.§X5 52=nil§(xb—X)

Punktschatzer fiir u Punktschitzer fiir 2

www.matstat.org

t-Testfur Hy: u > pg

o Die Nullhypothese (H,) wird verworfen, wenn die Observation X,,s des

Punktschitzers X einen kritischen Wert w, in Richtung der alternativen
Hypothese liberschreitet. Fiir H,: p > p ist dies der Fall wenn X, >> .

o Wir wissen, dass eine Observation mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit
den kritischen Wert in Richtung der alternativen Hypothese iiberschreiten
kann, obwohl die Nullhypothese wahr ist (Fehler Typ I).

o Der kritische Wert w, wird so justiert, dass die Wahrscheinlichkeit fiir den
Fehler vom Typ I einen vom Anwender vorher bestimmten Wert «
(Signifikanzniveau) annimmt.

Nullhypothese wird akzeptiert Nullhypothese wird abgelehnt ~ Hg: it > pg
1 i >

T 1 T x
w= o kritische Region () Xobs

We (Observation
Nullhypothese kritischer Wert )

www.matstat.org
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t-Test flir Hy: u > o

Wenn die Nullhypothese y = u, wahr ist, dann gilt X; ~ N(u, o) und daher

= , a _X—,(.tom‘r
X ~N (pu,ﬁ) — Z= N N(0,1)

Die Standardabweichung o ist jedoch unbekannt, deshalb kann Z nicht
als Teststatistik benutzt werden. (Es kann kein numerischer Wert fiir eine
Observation von Z berechnet werden). Wir wissen jedoch (Vorlesung F9),
dass wir eine t-verteilte Variable erhalten, wenn ¢ im obigen Ausdruck
durch den Schatzer S ersetzt wird:

X — o . t(n — 1): Students t-Verteilung fiir
S/v/n ~tn=1) oy Freiheitsgrade

Die Verteilung von T ist vollstindig bekannt; eine Observation von T
kann aus der Stichprobe berechnet werden (g, ist der hypothetische
Parameter, also ebenfalls bekannt). Eine Observation von T soll im
Folgenden mit t,;,; bezeichnet werden:

T—

Tobs — |4 . 2 2
tobs = Tobs — K0 Observationvon T 50 = ] Z (x; — &)
s/ et

uwe.menzel@matstat.org

t-Test flir Hy: u > uo

Die t-Verteilung ist symmetrisch um den Nullpunkt (Abb.). Wenn die
Nullhypothese wahr ist, sollte die Observation t,;s nicht zu weit vom
Nullpunkt entfernt liegen, da dann X,,s = pg. Wir sind geneigt, die
alternative Hypothese anzunehmen, wenn X,,s > Uo.In diesem Fall
nimmt t,;,; grofde positive Werte an. Wenn schliefdlich ¢,,s > w, wird Hy
zugunsten der alternativen Hypothese verworfen.

filn—1) f¢: Dichtefunktion X - _
‘ der Teststatistik T T= NG ~t(n—1)
unter H, - '

. # _ Tobs — Mo
Ha- u > po ohs = ,_ng/\/'r_},
2 = 1 i (x; — T')z
) n—14 o

g kritischer Wert

T " tobs
0 (Observation)
We www.matstat.org
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t-Test flir Hy: u > uy

Fiir H,: 1t > po und ein zuvor festgelegtes Signifikanzniveau a kann der kritische
Wert w,, fiir die Teststatistik T aus der Forderung berechnet werden, dass die
Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler vom Typ I gleich « sein soll:

¥ _ " Bestimmungsgleichung fiir w,, fiir
P ( 0 > wq | Ho -wahf.") =« vorgegebenes a (= Wahrschein-
S/\/H N lichkeit fiir Fehler Typ I)

T
\

H, wird verworfen Fehler Typ I

Unter H ist der linke Term in der Klammer t(n — 1)-verteilt, wir konnen also
schreiben (womit die Bedingung ”| H, wahr""verarbeitet” ist):
(Der Ausdruck ist dann und nur dann t-verteilt, wenn H, wahr ist, also wenn u = )

P(T >wy)=a mit T~tn-—1)

Allgemein ilt:  — _ to(n — 1) = Quantil fiir ¢-Verteilung mit
& § P (T - t“(n 1)) @ f =n — 1 und Signifikanzniveau «

Durch Vergleich der beiden letzten Beziehungen erhalten wir fiir den kritischen
Wert wg = tyo(n — 1). Hy wird also verworfen, wenn eine Observation von T
grofier als t,(n — 1) wird.

www.matstat.org

t-Test flir Hy: u > uo

Die Nullhypothese wird verworfen, wenn ¢4, > t,(n — 1)

Die kritische Region zum Signifikanzniveau a wird mit (), bezeichnet:

Q. = {tobg > ta,(n — 1)}

frin—1) fr: Dichtefunktion T— X —po t(n—1)
der Teststatistik T S/vn
unter Hy —
Tobs — HO

bops = —22 L0
obs .9/\/’?1,

Ho: b > o

H, wird verworfen, wenn die Observation
t,ps in der kritischen Region (rot) landet.

te(n — 1) = Quantil fiir ¢-Verteilung mit
f = n — 1 fiir Signifikanzniveau

T “ Tobs

ta(n—1) www.matstat.org
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t-Testfur Hy: u < pg

o Die Nullhypothese (Hy) wird verworfen, wenn die Observation X,,s des
Punktschitzers X einen kritischen Wert w, in Richtung der alternativen
Hypothese tiberschreitet. Fiir H,: u < p ist dies der Fall wenn X, << 1.

o Wir wissen, dass eine Observation mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit
den kritischen Wert in Richtung der alternativen Hypothese iiberschreiten
kann, obwohl die Nullhypothese wahr ist (Fehler Typ I).

o Der kritische Wert w, wird so justiert, dass die Wahrscheinlichkeit fiir den
Fehler vom Typ 1 einen vom Anwender vorher bestimmten Wert «
(Signifikanzniveau) annimmt.

Nullhypothese wird abgelehnt Nullhypothese wird akzeptiert
il | >
T T > _
kritische Region (Q,) w U= U Xobs
(3 Observation)
. Nullhypothese (
Hy: i < o kritischer Wert

www.matstat.org

t-Test flir Hy: u < po

Wenn die Nullhypothese wahr ist, sollte die Observation t,,s wiederum
nicht zu weit vom Nullpunkt entfernt liegen, da dann X, = py. Ist jedoch
Xops K Ug, dann nimmt t,,¢ grofie negative Werte an und wir sind geneigt,
die alternative Hypothese anzunehmen. Wenn schlieflich t,,s < w, wird
H, zugunsten der alternativen Hypothese verworfen

f¢: Dichtefunktion
der Teststatistik T
unter H,

X*]JO

S/v/n

filn—1) T—

~t(n—1)

1 _ Tobs — Mo
“obs 3/\/?’_1

T

. 1
2 _ 72
88 =—— E (2, — T)

i=1

Hy:p < po

g kritischer Wert

T tobs
0 (Observation)

www.matstat.org
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t-Test fiir Hy: u < uyg

Fir H,: u < po und ein zuvor festgelegtes Signifikanzniveau a kann der kritische
Wert w,, fiir die Teststatistik T aus der Forderung berechnet werden, dass die
Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler vom Typ I gleich « sein soll:

X — Bestimmungsgleichung fiir wy, fiir
P ( < Wy | Ho ‘wal‘z.‘r') = vorgegebenes @ (= Wahrschein-
S/Vn A lichkeit fiir Fehler Typ I)

H, wird verworfen Fehler Typ I

Unter H ist der linke Term in der Klammer t(n — 1)-verteilt, wir kénnen also
schreiben (womit die Bedingung ”| Hy, wahr""verarbeitet” ist):

P(T <w,)=a mit T~tn-—1)

R - o _ to(n — 1) = Quantil fiir ¢-Verteilung mit
Allgemein gilt: > (T < ~la (n l)) =a f =n — 1 und Signifikanzniveau a

Durch Vergleich der beiden letzten Beziehungen erhalten wir fiir den kritischen
Wert w, = —ty(n — 1). Hy wird also verworfen, wenn eine Observation von T
kleiner als —t,(n — 1) wird.

www.matstat.org

t-Test flir Hy: u < po

Die Nullhypothese wird verworfen, wenn ¢, < —t,(n — l)

Die kritische Region zum Signifikanzniveau a wird mit (), bezeichnet:

ch = {tr)f}s < _tr.r('n' - 1)}

f¢: Dichtefunktion X — o
der Teststatistik T flln=1) T=——+—nr~tn—-1)
NG
unter H, i
: _ Tobs — HO
‘obs .97/\/7_1,
Hqa:p <o

H, wird verworfen, wenn die Observation
t,ps in der kritischen Region (rot) landet.

te(n — 1) = Quantil fiir ¢-Verteilung mit
f = n — 1 fiir Signifikanzniveau

T tobs
0 (Observation)
—te(n—1) www.matstat.org
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t-Test fiir Hy: u # W

o Die Nullhypothese (Hy) wird verworfen, wenn die Observation X,,s des
Punktschitzers X einen kritischen Wert wy,;; in Richtung der alternativen
Hypothese iiberschreitet. Fiir H,: pu # p, ist dies der Fall wenn X,,s < g
oder X,ps > Ug-

o Eine Observation kann mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit den kritischen
Wert in Richtung der alternativen Hypothese iiberschreiten, obwohl die
Nullhypothese wahr ist (Fehler Typ I).

o Der kritische Wert wy,;+ wird so justiert, dass die Wahrscheinlichkeit fiir den
Fehler vom Typ I einen vorher bestimmten Wert & annimmt.

Nullhypothese . Nullhypothese . Nullhypothese
wird abgelehnt i wird akzeptiert i wird abgelehnt _
li } ! > Xobs
kritische °= T kritische (Observation)
Region (©4) T Nullhypothese Region (©4)
—Whrit Wkrit )
Hgo o # o Kritischer Wert kritischer Wert Ho:p # po

www.matstat.org

t-Test fir Hy: u # Yo

Unter H, sollte X,5s = U sein. Ist jedoch X,p,s < pg oder X,ps > 1y dann
nimmt t,;s grofie negative oder grofde positive Werte an. Wir sind dann
bereit, die alternative Hypothese anzunehmen. Wenn ¢, < —wy,;+ oder
tops > Wirit ist, wird Hg zugunsten der alternativen Hypothese verworfen
(aufgrund der Symmetrie der t-Verteilung liegen die kritischen Werte symmetrisch
zum Nullpunkt).

. . = —— ~{(n —
fe: chhtefurllktllon f(n—1) S/vn
der Teststatistik T
unter H, Tobs — Lo

b o= obs T PO
obs 3/\/?’_1

2 _ 1 )2
s _-n—lZ('t" I)

i=1

Hy:p# po

—wyri: Unterer Kritischer Wert
Wgric: oberer kritischer Wert

-~ tobs
T 0 T (Observation)
—Wgrit Wgrit www.matstat.org
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t-Test fir Hy: u # Yo

Fir H,: p # 1o und ein zuvor festgelegtes Signifikanzniveau a kdénnen die
kritischen Werte twy,; fiir die Teststatistik T aus der Forderung berechnet
werden, dass die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler vom Typ I gleich « sein soll:

T o Bestimmungsgleichung fiir wy.;; fir
P (‘ > Werir | Ho u'a.h.r) =« vorgegebenes a (= Wahrschein-
S/v/n R lichkeit fiir Fehler Typ I)

p v
| S — / \

H, wird verworfen Fehler Typ I

Aus Symmetriegriinden (siehe Abb. oben) ist diese Wahrscheinlichkeit doppelt
so grof$ wie die Wahrscheinlichkeit, dass die Teststatistik den oberen kritischen
Wert iibersteigt:

X —q
2-P (T\/%D > Wirit | Ho wahr) =«

Unter H ist der linke Term in der Klammer t(n — 1)-verteilt, wir kdnnen also

",

schreiben (womit die Bedingung ”| H, wahr”"verarbeitet” ist):
P(T > wrrit) = /2 mit T~tn—1)

www.matstat.org

t-Test fir Hy: u # Ug

P(T > wprit) = /2 mit T ~tn-—1)

te/2(n — 1) = Quantil fiir

Aligemein gilt: P (T > t,5(n — 1)) = a/2 t-Verteilung fiir f = n — 1

Durch Vergleich der beiden letzten Beziehungen erhalten wir fiir den
oberen kritischen Wert ;s = tg/2(n — 1).

H, wird also verworfen wenn t,,5 < —ty/2(n — 1) oder wenn
tops > +tg/2(n — 1),also wenn |tops| > tgp(n — 1)

Die Nullhypothese wird verworfen, wenn |t | > t,/9(n — 1)

Die kritische Region zum Signifikanzniveau & wird mit Q, bezeichnet:

Qo = {‘tobsl > tr:c/?(n - 1)}

www.matstat.org
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t-Test fir Hy: p # Yo

Die Nullhypothese wird verworfen, wenn  |t,5s| > to/2(n — 1)

X — [t
T= NG ~t(n—1)
f¢: Dichtefunktion n—1 _ Tobs — Ho
der Teststatistik T fil ) bobs s/\/n
unter H

H, wird verworfen, wenn die Observation
tops in der kritischen Region (rot) landet.
Ho:p # po
te/2(n — 1) = Quantil fiir t-Verteilung mit
f = n — 1 fiir Signifikanzniveau a

~ top
T T (Obsel?v:tion)

—las2 n—1) +ta/2 (n—-1)

|
I
0

www.matstat.org

Zusammenfassung: t-Test

Hy Hg, Test

U= U u> o einseitig verwerfe Hy wenn

ty (n - 1) tubs > tu (ﬂ- - l)
1 7 N
Tobs = ; Zl Ty
=

Hy H, Test
< inseiti verwerfe Hy wenn
= einseiti
Foh | B2 g o - tobs < —to(n—1)
T I'd
Lops — HO

Lops = 20500
obs .9/\/5

Hy Hq Test verwerfe H, wenn

-  caiti a
U= Uo U #* U zweiseitig /2 01/2 ltabs| > taja(n —1)

www.matstat.org —tap(n—1) +to(n—1)
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t-Test, Beispiel: Weifde Blutkérperchen

Die Anzahl der Leukozyten pro ml Blut bei gesunden Erwachsenen ist
normalverteilt mit gy = 7500 (gemessen bei Millionen von Menschen, kann
deshalb als der wahre Wert des Populationsparameters angesehen werden)

Frage: Haben Astronauten die gleiche durchschnittliche Konzentration von
Leukozyten?

Nullhypothese Hy: u = pg = 7500

Alternative Hypothese H,: p # 1y (wir haben keine Ahnung in welche Richtung u
abweichen kénnte)

Signifikansniveau a = 0.05

Stichprobe: 7130, 6845, 7055, 7235, 7200, 7450, 7750, 7950, 7340, 7150
Tops =7310.5 ; s =330.1
Tope — po _ 7310.5 — 7500

Observation fiir Teststatistik: tobs = om0 —1.815
www.matstat.org
t-Test, Beispiel: Weifde Blutkérperchen
Observation fiir _ Tobs —po _ 73105 —T500
c s fub.w - = = —1.815
Teststatistik : s/ m 330.1/ 15 =

Kritische Region: €2, = {\t,,bﬁ| > tasa(n — ])} fiir zweiseitgen Test
tasa(n — 1) = to.025(9) = 2.262

Vergleich der Teststatistik mit dem kritischen Wert:

[tabs| = 1.815 < 2.262 = ty.925(9)

Die Teststatistik t,ps liegt nicht in der kritischen Region. Die Nullhypo-
these kann nicht verworfen werden. Wir konnen nicht behaupten, dass
Astronauten eine Konzentration von weifden Blutkdrperchen haben, die
von der "Erdbevoélkerung” abweicht. (Ein Verwerfen der Nullhypothese konnte
jedoch mit einer grofieren Stichprobe gelingen ...)

www.matstat.org
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Berechnung des p-Wertes, H,: u > u,

X~ N(p,0) ounbekannt  Ho:ip=pg  Hg:p > g

Der p-Wert ist die Wahrscheinlichkeit fiir mindestens so extreme Testresultate
wie das aktuell beobachte, berechnet unter der Annahme dass die
Nullhypothese wahr ist.

Unter Hy gilt T ~t(n — 1)
p=P(T >tos)=1—P(T <tops)

=1- F.',(-n.—l)(tubs) = F.',('n,—l)(*tab.ﬂ)
(siehe Anhang)

filn—1)

Fi(n-1)(t) = Verteilungsfunktion fiir
Student’s t, fiir n — 1 Freiheitsgrade
X — Mo

S/vn

T =

~t(n—1)

-t
0 T (Teststatistik)

Tobs — Mo

fobs = S/\/T_t

tobs

www.matstat.org

Berechnung des p-Wertes, H,: u < g

X; ~ N (p, ) o unbekannt  Hy:p = Hyu < g
Der p-Wert ist die Wahrscheinlichkeit fiir mindestens so extreme Testresultate
wie das aktuell beobachte, berechnet unter der Annahme dass die

Nullhypothese wahr ist.

Unter Hy giltT ~ t(n — 1)

fi(n—1)
p=P(T <tops) = Fyn1)(tobs)
Fy(n-1)(t) = Verteilungsfunktion fiir
Student’s ¢, fiir n — 1 Freiheitsgrade
X - Ho

T = ~tn—1
p S/vn ( )

I t ¢ o Tobs — Lo

1 0 (Statistik) obs = T 7T

—tobs

www.matstat.org
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Berechnung des p-Wertes, H,: u # Uy
X;~N{u,a) o unbekannt  Hy:p = g Hy: p # Uo

Der p -Wert ist die Wahrscheinlichkeit fiir mindestens so extreme
Testresultate wie das aktuell beobachte, berechnet unter der Annahme dass
die Nullhypothese wahr ist.

Unter Hy gilt T ~t(n — 1) positiv!

fitn—1) /
p=P (|T‘ > tnbs) =2 P(T > |t0bh“)

=2 Ft(nfl) (_|tobs|)
Frn-1)(t) = Verteilungsfunktion fiir

Student’s ¢t, fiir n — 1 Freiheitsgrade
p/2

=2 [1= P(T < Jtons)| =2+ [1 = Fugnny (tons])

T 0 T (Statistik)
—tops t+iops
www.matstat.org
t-Test mit R
Pttest  # Hilfe
x=¢(32.2,32,304,31,31.2,31.2,30.3, 29.6, 30.5, 30.8)
Hypothese 1—a

Hy:p > g ] \

t.test(x, alternative = "greater", mu = 30, conf.level = 0.95)
tobs P

N
Hg:p <o
t.test(x, alternative = "less", mu = 30, conflevel = 0.95)
p /tobs
Hg:p # po
t.test(x, alternative = “two.sided", mu = 30, conf.level = 0.95)
P/2/ tobs 2
\ 14

www.matstat.org
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t-Test fiir zwei Stichproben

o testet eine Hypothese fiir den Unterschied Au der Erwartungswerte
zweier normalverteilter Populationen

meist wird getestet ob Au= 0
o Nullhypothese: Hy: py — 1y = Apg
Apg meist 0, also Ho: py = py,

o zwei Stichproben — X,ps ; ¥obs ; Sx ; Sy (Observation der Punktschatzer)
X; ~ N(p,,0.) Oyunbekannt & = (x1,29,...&,) Stichprobel
Y; ~ N (uy,0,) Oyunbekannt ¥ = (Y1, Y25+ Um) Stichprobe 2

n Ly
. 1 = 2 1 2
2 o — )2 §° = Tr; — I

Sy ny — 1 1221 (vi — ) T e —1 1§=1 €2 )

Punktschitzer fiir o2

Punktschitzer fiir o

www.matstat.org

Kritische Region, Fall a)

Fall a) Standardabweichungen unbekannt, jedoch gleich 6, = 0, = &
(schon behandelt fiir Intervallschatzung, siehe Vorlesung F9).

X-Y-Ap
Teststatistik T = — =0 t(ne+mny—2) f=netn, -2
(unter Hy) Sp - 1o L Freiheitsgrade
Mo Ty
) Tobs — Hobs )
Observation Lobs = ———=2— fiir Hy: Ao = 0 (i = py)
o JE 1L
o Ty

"pooled standard deviation”

- \/(”-cl)'-sgﬂnyl).sg
TN e D)

T~i(f) = P(IT| > tas(f)) = a t(H)
Kritische Regionen fiir zweiseitigen Test,
Signifikansniveau a: al/2 a/2

Qcy - {‘tobsl > tﬂ/?(f)} fir  Ha: Ap#0

(einseitige Tests analog, siehe Formelsammlung auf matstat.org)

www.matstat.org
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Kritische Region, Fall b)

Fall b) Standardabweichungen unbekannt und ungleich o, # o,
(Welch-Test, Smith-Satterthwaite-Test)

. X-Y
Teststatistik T = ——_— t(f) fiir Ho: Ao = 0 (i = 1y)
(unter Hy) 52 53
N oy

-iuhs - gubs

Observation tobs = fiir Ho: Apg = 0 (uy = 1)

Kritische Regionen (zweiseitig), Signifikansniveau a: a 2

Q, = {|i0{,3| > ta/g(f)} fir H,:Ap#0

www.matstat.org

t-Test fiir zwei gepaarte Stichproben

Person A B C D E F G H

vorher 78.1 66.9 74.3 72.5

90.9 78.3 68.4 72.5

nachher | 79.2 67.0 77.1 73.3

92.0 78.1 68.4 72.9

Modell fiir gepaarte Stichproben (Wiederholung von Vorlesung F9):

Xi~ N (pi,0z) systematische Verschiebung Au
Y, ~ N (l—h + Ap, C’y) zwischen beiden Gruppen

Z, =Y, - X; wird berechnet

Zi ~ N (Ap, o)  Verteilung der Z;

= fo
Z~N|Ap, — Verteilung fiir Mittelwert der Z;
NiD

g, = 0';2:+{75*2'p'0'w0'y
W_/
C’(X,Y) =P 0z0y

Standardabweichung fiir o, (unbekannt)

Kovarianz zwischen X und Y

22



t-Test fiir zwei gepaarte Stichproben

o Nullhypothese: Hy: A = Apy
o Apg meist 0, also Hy: Ay = 0 (kein Unterschied)

Z~N (Ap, %) Verteilung fiir Mittelwert der Z;

Z = Apo
a./vn

~ N(0,1) o, istjedoch unbekannt, daher g, — S, wie gehabt
Z — Apg ) 1 & g
T=———n~tn-1 isti it 82 = 7z —Z
NG (n—1) Teststatistik ~ mit §2= — > (Zi- 2)

i=1

Zobs

fopy = —222_
obs Sz/\/ﬁ

3 n
- 1 2 1 _ 2
Zobs = — § Zj 5z = Z (2i — Zobs)
i) n—1+4
=1 i=1

Observation fiir Apg =0 = Hp: Au=0

www.matstat.org

t-Test flir zwei gepaarte Stichproben

L — Ao t(n—1) Ob ti tobs = Zobs
NG - servation lobs N

Wie gewohnt verwerfen wir die Nullhypothese, wenn eine Observation der
Teststatistik T zu weit in Richtung der alternativen Hypothese liegt, also
wenn sie das Quantil t,(n — 1) bzw. ty/>(n — 1) in Richtung der alterna-
tiven Hypothese iiberschreitet:

Teststatistik T =

verwerfe H, wenn

Hypu>p P(T>ty(n—1) =«
a 0 ( a( )) ‘ tobs >tu(n7 l)

Krit. Region 2o = {tohs > ta(n — 1)} o Signifikansniveaua

Hypu<py P(T<—ta(n—1)=a verwerfe H, wenn

Krit. Region €, = {tops < —ta(n —1)} o tobs < —ta(n —1)

Hoip# o P (|T‘ > taya(n — 1)) =a verwerfe H, wenn

Krit. Region glr.v = {‘tubs| > ta/‘«.’(n - ])} ll/ o |tobs‘ > tcz/Q (TL - 1)
2 /2

www.matstat.org
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Zusammenfassung: t-Test flir gepaarte
Stichproben
Xi ~ N(pio0)
Yi ~ N(pi+Apoy)

Zobs =T W Zobs = - Z Z
Teststatistik: fobs = n T =1
s:/vn

) 1 -
“"ﬁ = n—1 Z (Zg - Z(xba)
i=1

o Nullhypothese Hy: Au =0 (oder Au = Augy)

o Alternative Hypothese H,: Ay # 0 oder Au > 0 oder Au <0
o Signifikansniveau festlegen, z. B. a« = 0.05

o Observation der Teststatistik berechnen ¢t,,s = -

o Hgverwerfen wenn t,,s in der kritischen Region Q, liegt.

0y unbekannt Hy: Ap =0

Hoipb > po Qo = {tops > ta(n — 1)}
Hyiu<pg 0= {tops < —ta(n—1)}

Ha: 1% * Ho ng\a = {|tobs‘ > td/2(n - ])}

www.matstat.org

t-Test mit R

Hypothese R
l1-«a

Eine Stichprobe, Hy: pt = g ; Ha: pt # Yo / \
t.test(x, alternative = "two.sided", mu = 7500, conflevel = 0.95)

Zwei Stichproben, gleiche Varianzen, Ho: ply = py, ; Hy: iy # ly
t.test(x, y, alternative = "two.sided", mu =0, var.equal = TRUE, conf.level = 0.95)

Zwei Stichproben, ungleiche Variansen, Ho: fly = Wy ; Hg: fly # 1y
t.test(x, y, alternative = "two.sided", mu =0, var.equal = FALSE, conflevel = 0.95)

Zwei gepaarte Stichproben, Hy: Ay = 0; Hy: Ap # 0
t.test(x1, y1, alternative = "two.sided", paired = TRUE , mu =0, conf.level = 0.95)
Sind X, Y normalverteilt?:

hist(x, col="red")  # histogram, sollte ungefdhr wie eine Normalverteilung aussehen
ggnorm(x); qqgline(x, col ="red”) # Punkte sollten ungefahr auf der roten Linie liegen
# Normalverteilung zuriickweisen: ad.test (library(nortest) ; ks.test ; shapiro.test

www.matstat.org
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Anhang

Testen von Hypothesen, Teil II

Uwe Menzel, 2018
uwe.menzel@matstat.org

www.matstat.org

Symmetrie und Verteilungsfunktion

Wenn die Dichtefunktion symmetrisch um den Nullpunkt ist [zB. N, t(f) ]
gilt fiir die Verteilungsfunktion:

F(—t) =1—-F(¢t)

fr(x)

F(-t) 1-F(t)

www.matstat.org
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Die Chi-Quadrat-Verteilung

é (X — X)?

2

z('nfl)-S2

J — ~ 2 —
W= 5 x“(n—1)

a a

Dies gilt allgemein wenn die X; unabhingige, normalverteilte Zufallsvariablen
mit der Standardabweichung o sind.

Dichtefunktion von y? fiir
verschiedene Freiheitsgrade f.
Die Observationen X; miissen von
einer Normalverteilung kommen.

04

X;~ N (p,0)

00

www.matstat.org

Die t-Verteilung
( Student’sche Verteilung )

Voraussetzungen: Z ~ N(0,1) William Gosset
(Student”)
W~ x*@)

Wenn die Zufallsvariablen Z und W obenstehende Verteilungen
haben und unabhéngig sind, dann hat der folgende Quotient die
sogenannte t-Verteilung:

— ~t(v)
\/E t-Verteilung mit v Freiheitsgraden
v
f) = L5 1 AR Dichtefunkti
= VorI(®) V ichtefunktion

www.matstat.org
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Student’sche t-Verteilung

o Z~N(0,1) standardisierte Normalverteilung
o W~x2() Chi-Quadrat-Verteilung, sei v = n — 1 (Freiheitsgrade)
o Zund W unabhangig

- ~ N(0.1 W= (n—1)>2 ~ _1
ST~ N0 (n=1)%5 ~ (= 1)

B w (X —p) VA X
W (n—1)-82 S S/\/ﬁ

v o2-(n—1)

VA

Die linke Seite ist t(n — 1) - verteilt, also muss das auch fiir die rechte
Seite gelten:

X —w
S/vn

~ t(n o 1) Die Zufallsvariablen X; miissen
normalverteilt und unabhangig sein.

www.matstat.org

Die Studentsche t-Verteilung

Dichtefunktion fiir die t-Verteilung fiir verschiedene Freiheitsgrade und
Vergleich mit N(0,1)

= _]
=)

fx () — N(O.1)

t(5)

0.3
|

0.2
|

0.1

0.0
|

(el
r(=) 14 [ i Dichtefunktion
) v v = Anzahl der Freiheitsgrade

www.matstat.org
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d ara=o
e X et
Quantile fiir die JAD)
t-Verteilung Fla 010 005 0025 001 0005 0001 0.0005
1 308 631 1271 3152 63.66 31831 636.62
2 1.89 292 4.30 6.96 9.92 22.33 31.60
3 1.64 235 3.18 4.54 5.84 10.21 12.92
4 1.53 213 2.78 3.75 4.60 77 8.61
T, df=6 5 148 20 2.57 3.36 4.03 5.89 6.87
,
04 6 1.44 @ 2.45 3.14 3.71 5.21 5.96
7 1.41 . 2.36 3.00 3.50 4.79 5.41
8 140 1.86 2.31 2.90 3.36 4.50 5.04
9 1.38 1.83 2.26 2.82 3.25 4.30 4.78
0.3 10 1.37 1.81 2.23 2.76 3.17 4.14 4.59
11 1.36  1.80 2.20 2.72 3.11 4.02 4.44
12 1.36 1.78 2.18 2.68 3.05 3.93 4.32
0.2 13 1.35 177 2.16 2.65 3.01 3.85 4.22
14 1.35 1.76 2.14 2.62 2.98 3.79 4.14
f = 6 15 1.34 175 2.13 2.60 2.95 3.73 4.07
0.1 16 1.34 1.75 2.12 2.58 2.92 3.69 4.01
17 1.33 1.74 2.11 2.57 2.90 3.65 3.97
0.05 18 133 173 210 255 288 361 392
19 1.33 173 2.09 2.54 2.86 3.58 3.88
C 0 1.04 20 133 172 209 253 285 355 3.85
21 1.32 1.72 2.08 2.52 2.83 3.53 3.82
22 1.32  1.72 2.07 2.51 2.82 3.50 3.79
23 1.32 1.71 2.07 2.50 2.81 3.48 3.77
. . . . 24 132" 1N 2.06 2.49 2.80 3.47 3.75
Die t-Verteilung ist etwas breiter als N, aber 25 132 171 206 249 279 345  3.73
je grofder n wird, desto dhnlicher werden sie 26 131 171 206 248 278 343 371
. . 27 1.31 1.70 2.05 2.47 2.77 3.42 3.69
(siehe letzte Reihe der Tabelle). 28 131 170 205 247 276 341 3.67
29 1.31 1.70 2.05 2.46 2.76 3.40 3.66
30 1.31 1.70 2.04 2.46 2.75 3.39 3.65
40 1.30 1.68 2.02 2.42 2.70 3.31 3.55
60 1.30 1.67 2.00 2.39 2.66 3.23 3.46
www.matstat.org 120 129 166 198 236 262 316 337
oo 1.28 1.64 1.96 2.33 2.58 3.09 3.29 = \/{4
t-Test, Kritische Regionen
Ho: u= o
. Tobs — Ho
Teststatistik tops = ————
.9/\/5
H, Test kritische Region
U > o einseitig Qp ={t >t,(n—1)} a

H, Test

kritische Region

u<po einseitig

Qq = {t< _ta(n -1}

Hg Test

kritische Region

U+ Uy zweiseitig

0 = {It] > tay, (n - 1}

www.matstat.org
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