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Lineare Regression
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x; : unabhingige Variablen (Prediktoren, Kovariate)
¢ bekannt, keine Zufallsvariablen!

y; : abhdngige Variablen (Zielvariablen, Responsvariablen)
* behaftet mit Rauschen (Messung), Zufallsvariablen
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Lineare Regression
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Wir nehmen an, dass es einen linearen Zusammenhang zwischen x und y gibt:
y=a+p-x

* aund f sind unbekannt, wir suchen Schatzungen fiir beide Parameter
* die Schatzungen werden auf der Basis einer Stichprobe gemacht
* Stichprobe = Messung von Zahlenpaaren (x;, y;)

www.matstat.org

Modell fiir den Rauschterm &
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Modell fiir den Rauschterm &:

yi=a+B-xi+¢ i=1,2,---,n n=Anzahl Messungen (Stichprobengréfe)

E &) = O
& ="Rauschen” |¢& ~ N(0,0) (&)
V(e) = a?

2020-07-15



Modell den Rauschterm

Annahmen:
Fiv) LI - norma.l.ver.tellt
* & unabhingig
* & haben alle die gleiche Varianz (“homoscedasticity”)

Bildquelle: Wackerly et al., ISBN
0-534-37741-6

www.matstat.org

Berechnung der Regressionslinie

Yi Methode der kleinsten Quadrate:

. s (least squares method):

] ‘_3,-"/ n
e e Q=Y ¢ = Min

i=1

» Q : Quadratsumme
> ("sum of squares”)

+—+ +H +
X X, X3 X Xg X;

* Regressionslinie ( ------ ) soll so gelegt werden, dass Q minimiert wird
* eswird das Quadrat der ¢; benutzt um auszuschliefien, dass sich positive
und negative Terme aufheben

Berechnung von a und f zur Minimierung von Q :
n n
Qla, 8) = ZE,Q = Z (yi —a—B-2;)° = Min
i=1 i=1

Uwe Menzel, 2017

2020-07-15



Berechnung der Regressionslinie

n n
Qo f8) = ZEf = Z (g —ax—j3- :E,)2 = Min
=1 =1

8@ n )
% = —2{221 (7;: — O — .L'jl-,,) =0
(‘}Q n

= -2 i (yi — o — Pay) =
a5 ;J (yi —a—PBz;) =0

n mn
Zyifn-afﬁz:ri =0
i=1 i=1

n T n
Zy.i - —_('I"Z.’Eq' —}’321?? =0
i=1 T i=1 = i=1

setze partielle
Ableitungen Null

lineare Gleichungen fiir « und
(alle anderen Grof3en sind aus der
Stichprobe bekannt)

2 Gleichungen, 2 Variablen

Uwe Menzel, 2017

Berechnung der Regressionslinie

Losungen: | 3* =

bmy o =y — 3z

S:I.‘J’i

( mit Gleichung 1)

n

Sey =Y (2 —2)(

i=1

n
S:.‘.r: — Z (i't - -’E)Z
i=1

n
P G P
i=1

n

E uL? — nz?

i=1

Schatzungen fiir « und

Achtung!: a*und $* sind Zufallsvariablen (beruhen auf einer Stichprobe) :
neue Stichprobe dndert & - y; = Sy, - a*

Fiir jedes x, erhalt man jetzt eine Schédtzung der Responsvariablen (x,
muss nicht mit irgend einem der gemessenen x; tibereinstimmen):

o =+ 3% xg

www.matstat.org
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Schatzung der Varianz des Rauschterms

Wir wollten Q minimieren. Wie grofd wurde es?: Q(a,8) =Y;(y; —a — B - x;)?
Einsetzen der Werte welche Q minimieren, also a¢* und %, ergibt:

n n

2 — o% = 2
Qo= Wi—a =Bz) =Y [li—§+8" -5zl
i=1 i—=1 ;V_/
n —a* s 3.
_ p 12 2 (vollstandig bekannt
= Z (yi —9) =B (@i -] =...= Sy — Szy/SH:ﬂ' aus der Stichprobe)
i=1

Man kann die Maximum-Likelihood-Methode anwenden, um eine Schétzung fiir
o2 zu finden. Diese liefert %°/,.. Diese Schétzung muss jedoch korrigiert werden,
um erwartungstreu zu werden:

§2 — o E (‘32) — g2 sZ ist eine erwartungstreue Schitzung fiir ¢
! n—2 (und s, eine erwartungstreue Schatzung fiir o)

(62 = 57? " =5, Schétzung fiir Varianz/Standardabw. des Rauschterms ¢
Diese Formel ist anschaulich: je grofer Q = ¥; 7, desto gréfRer o (siehe Bild oben).

www.matstat.org

Berechnung der Regressionslinie

Beispiel: Bilirubingehalt (x) und Proteinkonzentration (y) in der
Riickenmarksfliissigkeit von Neugeborenen

x | 0.14 0.08 007 026 008 0.02 003 022 006 023
y | 83 65 71 140 135 30 30 128 80 168

x| 029 004 013 014 007 005 013 0.06 0.05 0.08
139 88 121 125 56 98 101 96 73 116

X =0.1115 3 x?=0.3701
S = Y. xF — nx? = 0.3701 — 20 - 0.1115% = 0.1215

y=90715 3 y? =215061
Sy = > y? — ny? = 215061 — 20 - 97.15% = 26299

Zx,-y,- = 259.79
S = 2. Xi¥j —nXy = 259.79 —20-0.1115 - 97.15 = 43.1455

www.matstat.org

2020-07-15



Beispiel, Fortsetzung

Beispiel: Bilirubingehalt (x) und Proteinkonzentration (y) in der
Riickenmarksfliissigkeit von Neugeborenen

Sy _ 43.1455

g = =

S 0.1215

= 355.2  Anstieg

a*=y—p"-x=97.15-355.2-0.1115 = 57.5

Schatzung fiir die Responsvariable u:
auch fiir x, die nicht gemessen wurden

pwr=a*+p3*-x=575+355.2-x

Fiir jedes x kann nun die erwartete Konzentration berechnet werden.

www.matstat.org

Berechnung der Regressionslinie

A Fiir jedes x, erhélt man nun eine Schatzung der Responsvariablen:
Vi . « 4 g
g = + 5 -z . .
Ho F a .- +<— Regressionslinie:
us il + Anstieg: B*
/// * Interzept: @* (y-Achsenabschnitt)
- - -
a*
>
>
Xo Xi

o X kann auch zwischen den urspriinglich gemessenen x;-Werten liegen
o a*und B* sind Zufallsvariablen — p ist eine Zufallsvariable (verdandert
sich wenn eine neue Stichprobe genommen wird).

www.matstat.org
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Verteilung der Schatzer

Wir haben gesehen dass a*, 8%, up, -

.. Zufallsvariablen sind.
Welche Verteilung haben sie ?

i=atfox+ Sl i=12," Die Responsvariable y; ist
normalverteilt, weil der
Rauschterm ¢; normalverteilt ist.

Man kann ausrechnen (etwas umstédndlich, siehe Anhang):

n
. €Ir; — T
= E ci-y; mit ¢ =
i=1

S;zr:c

a* und B sind Linearekombinationen von
normalverteilten Zufallsvariablen (y;)

= [ Faih |

— die Regressionsvariablen a*, %, uj sind normalverteilt (wenn der
Rauschterm normalverteilt ist).

n. 1
at = E di vy, mit d; = = — ¢
; n

www.matstat.org

Verteilung der Schatzer

Die Regressionsvariablen a*, £*, yy sind normalverteilt. Wir konnen deren
Erwartungswert, Varianz und Standardabweichung berechnen:

E(F)=...=p

erwartungstreue Schatzung (siehe Anhang fiir Herleitung)

2
o
Vig)=...= g konsistent, denn Sy, = Z(xi —%)? - o wenn n > o
o i=1

E(;LS)—E(Q*—Q—{)’*-:KO)—E(Z(di+q-xg)-}’5) =...=a+ Brg= o

i=1

kL

1 . _
Via*+ 8% a9)=V (Z (—L+c1;-(:r;0—.‘2') -Y]) mit di:%_ci‘x
7

i=1

V(15)

1 T
=02 Q (die Varianz ist grofd wenn x, weit weg von
n Sz % liegt)

Erwartungswert und Varianz fiir a* folgen aus der Formel fiir yg mit x, = 0

Uwe Menzel, 2017
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Verteilung der Schatzer

Wir wissen nun, dass a*, 8%, uy normalverteilt sind, und wir kennen deren
Erwartungswerte und Standardabweichungen. Das bedeutet, dass deren
Verteilung vollstdndig bekannt ist:

8 ~ NI[g o Verteilung fiir Schatzung des

: RV Anstiegs (wenn &; ~ N)

0 ~ Nlo o 1 n (z)? Verteilung fiir Schitzung des
’ n Spn Interzeptes (wenn &; ~ N)

Verteilung fiir Schitzung der
Responsvariablen (wenn g; ~ N)

Alle Schatzer sind erwartungstreu und konsistent.

www.matstat.org

fiir xo = 0 wird dies die Verteilung fiir «

Konfidenzintervall fiir §

Wir wollen ein Intervall ausrechnen, welches den wahren Wert von § mit einer
gewissen Wahrscheinlichkeit (oft 95%) einschliefst = Konfidenzintervall.

Wir nutzen die Verteilung fiir 8* aus, die wir oben berechnet haben:

B~ N (JB‘ g ) Verteilung fiir die Schédtzung des Anstiegs der

Sex Regressionsgeraden
B*—p ~ N (0 1) Wire o bekannt, so wire dies eine
ﬂ/m ’ Referenzvariable.

Wenn o nicht bekannt ist, wird ¢ mit seiner Schiatzung s, ersetzt. Wie
wir schon zuvor gesehen haben (z. B. Vorlesung Intervallschatzung, F9)
verdndert sich damit die Verteilung des Ausdrucks :

oS

g — 3 ¢ ( 2) Wenn o unbekannt ist, ist dies eine Referenzvariable
— ~(n — . . . . .

S die t-verteilt mit f = n — 2 Freiheit d t).

s / T (die t-verteilt mi n reiheitsgraden ist)

www.matstat.org
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Konfidenzintervall fir

B -8
. ~t(n—2)  Referenzvariable - s,
-

1. Finde eine Referenzvariable

SchlieRe die Referenzvariable zwischen deren Quantilgrenzen ein

3. Schlief3e den zu schitzenden Parameter durch Umformen in der Klammer
P(...) zwischen bekannten GrofRen ein

N

Ia— 3* + ) ) Sr (1 - a) - 100% Konfidenzintervall fiir
B = tQ/Q(” -2)- 5 den Anstieg der Regressionlinie (wenn o
S, g g
/‘ "\ I{ unbekannt ist)
Punktschitzer Quantil Standardfehler

Analog kann ein Konfidenzintervall fiir das Interzept « hergeleitet werden:

(1 —a)-100% KI fur das
Interzept (0 unbekannt)

Io=a" *ty/9(n—2) s, -

Meist ist der Anstieg wichtiger: wenn der Anstieg verschieden von Null ist (d.h.
wenn das KI nicht die Null enthalt), dann existiert ein Zusammenhang zwischen
xund y.

www.matstat.org

Beispiel, KI fiir
Beispiel: Bilirubingehalt (x) und Proteinkonzentration (y)

S« =0.1215 S, =26299 S, —43.1455 [3* = 355.2

Gesucht: 95% Konfidenzintervall fiir den Anstieg der Regressionslinie

_ 2 43.1455% _
Qo= Sy — 2 = 26200 — 431455 _ 10073

s=/Qo/(n—2)=/10973/(20 — 2) = 24.7

5 247
d= VSe V01215 0.9

ta/2(’7 — 2) = t0,025(18) =21
ls = Blps £ toa(n —2) - d = 355.2 £ 2.1-70.9 = (210, 500)

www.matstat.org
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Konfidenzintervall fiir u,

1 — Ho -
— t(n—2) Referensvariable 0 — s,

Standardfehler

1. Finde eine Referenzvariable
Schlief3e die Referenzvariable zwischen deren Quantilgrenzen ein

Schlief3e den zu schitzenden Parameter durch Umformen in der Klammer
P(...) zwischen bekannten GrofRen ein

N

% _ . (1 — a) - 100% Konfidenzintervall fiir die
Lo = ho * f'“/g(:?’ 2) d\ Responsvariable (wenn o unbekannt)
4

| \ \

Punktschdtzer =~ Quantil  Standardfehler

www.matstat.org

Zusammenfassung: KI fiir Regression

a) o bekannt www.matstat.org

[5 = 3* + ’\a/2 ) 9 S:lf:!.‘ = ZZE? - 'nilg

n
I_u.(, =}'—‘Ei)\n/2 TG0 S:ry = Z.’L‘.,-y,' — NITY
i=1

»
I,n=a"+MAys 0" Sey
o = & af2 d Qo= S’yy — S—”
b) ¢ unbekannt ) Qo
o n—2

Iy = 8" % taya(n—2)  —o

I.U-u = #3 + ta/Q(n - 2) ©Sp -

In=a" tt,9(n—2) s, ergibtsich aus [, fiirxo = 0

nh=a*+ 3%z
Uwe Menzel, 2017

2020-07-15
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Beispiel, KI fiir u,

Beispiel: Bilirubingehalt (x) und Proteinkonzentration (y)

X =0.1115 S5, =0.1215 «a*=57.5 [(*=355.2
s=24.7

Gesucht: 95% Konfidenzintervall fiir y, fiir xo = 0.2

[y = a* + 5% - xg = 57.5 + 355.2- 0.2 ~ 129

_ 2
o =22 _ o, 7\/ (0:2-0IL5F g 5
20 7 01215

1o = Hips £ ta2(n—2)-d = 129+ t,0p5(18)8.38 = (110,150)

/

www.matstat.org

Konfidenzintervall fiir

(1—-a)-100% KI fur die

Tuy = 1o £tay2(n—2) -5 Responsvariable

Xo ist der Punkt auf der x-Achse fiir den wir ein KI fiir die Responsvariable
haben wollen. Die oben stehende Formel zeigt, dass das Konfidenzintervall
desto breiter wird, je weiter der Punkt x, vom Mittelpunkt X aller x-Werte

entfernt ist. Das Konfidenzintervall hat daher die folgende typische Form:

o weiter weg von X wird die
Schatzung unsicherer (das KI

wird breiter)

Bildquelle:

www.matstat.org

o eine Extrapolation weit weg von
allen x; ist daher sehr unsicher

https://rpubs.com/aaronsc32/regress
ion-confidence-prediction-intervals

2020-07-15
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Bestimmtheitsmaf} (R?)

Wie gut "funktioniert” die Regressionslinie ?

R2 o SST(:Q -1 SST(?S —1_ Zi (yz' B 3/:)2 o Szy

T SSie SSi S wi—5)?  Ser Sy
1 Yi
g, . .- SSiot = Z (yi — 5)2
' -;Liﬁ , S8reg =3 (v} = 9)°
| §5res =D (i — 4})’
T S5 = S50+ 55,

www.matstat.org

Bestimmtheits-
maf, Definition

totale Quadratsumme
("Sum of Squares”)

Quadratsumme
fiir Regression

Quadratsumme
fiir Residuen

Bestimmtheitsmafd (R?)

Wie gut "funktioniert” die Regressionslinie ?

R2 _ SSfr(:g —1_ Ssrps —1- z.; (yt - 1]:)2 _ Sgy
SStot S50t 21 (y,,' - 1])2 Sz - Syy
ry ry
¥ R2Kein Y R grog
o _. * _-
[ ) Prad -
/," . ’C,fi‘
-7 [ e
o - B
,4” ) o,a” ®
° ’_,—' P ° ’.,—;
- X - X
schlechte Anpassung — 0 < R? < 1 <— gute Anpassung
Cx_y Korrelationskoeffizient

R? = rxzy (fir einfache lineare Regression)  Txy

www.matstat.org

Sx 'Sy  Cx

y = Kovarianz

2020-07-15
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Nichtlinearer Zusammenhang zwischen x und y

o es kann trotzdem lineare Regression angewendet werden
o mit "linear” ist gemeint, dass die Koeffizienten @ und g linear im
Modell auftreten !

Beispiel 1: Quadratischer Zusammenhang

yi=a+p- xlz +¢ quadratischer Term fiir x
\(./
z; = xl.z x; sind bekannt, z; = "neue” Messwerte
yvi=a+pB-z+¢g gewohnliche lineare Regression » a*, 8* berechnen

> Hy=a +B*-zg=a"+p"-x§ Parabel yo(xy)
Beispiel 2: Exponentieller Zusammenhang

yi=a+ﬂ~e_xi2+£i
\/./

z; = e_xiz R

!1: In R kdnnen nicht-lineare Ausdriicke direkt formuliert werden: Funktion Im()

www.matstat.org

¥

Validierung der durchgefiihrten Regression

es muss kontrolliert werden, ob lineare Regression angewendet werden kann
"rein technisch” funktioniert es (fast) immer, eine Regressionslinie auszurechnen
(d.h. a*und 8" auszurechnen)

Anscombe’s 4 Regression data sets

» Alle vier Stichproben
ergeben die gleiche
Regressionslinie!

* Esistdaher wichtig,
immer eine Grafik

T w T T w w anzufertigen!

* Auflerdem sollte der
Wert von R? nicht zu

o Klein sein.

8 www.matstat.org
8

2020-07-15
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resid(Im.out)

Validierung der durchgefiihrten Regression

Unser Modell setzt voraus, dass ¢; ~ N(0, 0), d. h. dass alle ¢; die gleiche Varianz
haben: V(g;) = o2. AuRerdem soll der Erwartungswert der ¢; Null sein. Um dies
(grob) zu iiberpriifen, kann man die ¢; tiber x plotten:

04

1 ° Die Werte ¢ des Rauschterms
° ("Residuen”) sollten um Null verteilt
liegen und sollten sich nicht
systematisch mit x vergrofiern oder
verkleinern (es sollte sich z. B. kein
o trichterférmiges Bild ergeben).

o [+
o ° o
o

residuals = resid(Im.out)

\ \ T \ T T plot(residuals, x)
1.20 1.25 1.30 135 1.40 145 150

02

-0.2
I

04
|
o

fittecl{im out)

www.matstat.org

Validierung der durchgefiihrten Regression
Wir haben angenommen, dass €; ~ N(0, 0), d. h. dass der Rauschterm (g;)

normalverteilt ist. Um zu iiberpriifen, ob dies stimmt, kann man einen sog.
QQ-plot mit den Residuen zeichnen:

Normal Q-Q Plot
37 ° | — nichtgut!

Die Mehrzahl der Punkte sollte
auf der roten Geraden liegen.

3 2 00027
E DQPP"‘ '. R
o | o 0.»3'01.6
o residuals = resid(Im.out)
ggnorm(residuals)
R : ‘ : qgline(residuals)
2 1 0 1 2
Theoretical Quantiles www.matstat.org

2020-07-15
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Validierung der durchgefiihrten Regression

Wir haben angenommen, dass die Werte des Rauschterms ¢; unabhéngig sind. Um
zu kontrollieren, ob dies stimmt, kann man die Autokorrelation der ¢; zeichnen:

ACF

0.0 0.2 04 0.6 0.8 10

-0.2

Series resid(Im.out)

1 Die Mehrzahl der Werte der Auto-
korrelation (méglichst alle bis auf den
Wert fiir “Lag = 0") sollte klein sein,
obere Konfidenzgrenze d. h. innerhalb der Konfidenzgrenzen

liegen (blaue Linie ------- )

| “||. |‘ R

untere Konfidenzgrenze auto.cor = acf(resid(Im.out))
"""""""""""""""""""""""""""""""""""" plot(auto.cor)

www.matstat.org

Anhang

Lineare Regression
Uwe Menzel, 2018

uwe.menzel@matstat.org

www.matstat.org
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Der Schatzer B ist eine Linearkombination der y;

n
.B* = 5.1 Szz'y = SLZ(J% _f) (y; _g)
T rr i=1
1 "
= o Zl (wiys — Ty; — @i + T7)
i—
1 n n
= |:Z Tl — Zﬂ_’i?ﬁ — NIy + n.i:gj}
SEE =1 i=1

= Sl [Z TiYi — ijz:|
TE =1 i=1

T — T
= Z ¢ -y; mit ¢ == (die ¢; sind keine Zufallsvariablen)

Uwe Menzel, 2017

Der Schatzer a* ist eine Linearekombination der y;

~ ~ 1 n n
* yfﬁ*_];:HZyif.l‘ZLt Y;
i=1 i=1
n 1 _
= Z — — Ty
n
=1
n ]
= Z d; - yi mit d; = . T (die d; sind keine Zufallsvariablen)
i=1 )

www.matstat.org

2020-07-15
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Der Schatzer ™ ist erwartungstreu

E(B*) = E (Z C.Ey:".) = ZuE(yg) = Z ci (o + ;)

i=1 i=1 i=1
n z T n 7 (P T E
b g — <L €Ty — &
= « — 4+ ri ty ¢ =
. S(I‘Jf ‘ Z SZJ‘.‘.YI ! }f ' S:L"]',‘
i=1 i=1
a n 3 i
= f‘Z(l‘-ﬁ*i‘)+ - Z(ar.ifa’:)g:i
‘\SII i=1 ‘LS'J.‘JL' i=1
[t e "
= 50t D (- (-2 ty Y (wi-)7
Sz Saz i=1 i=1
o)
= 04+ i
S.’l'{i’.' o
= B erwartungstreu !

Uwe Menzel, 2017

Der Schatzer f*ist konsistent

" .
Vp*) = V (Z c:ty?) = Z V(i) wegen Unabhingigkeit !
i=1 i—1

mn '1; T

i=1 Sz

D mn

S (i -2
= T; — T

52 4 !

ir i1

(T2 - 2
= - denn S, = é (z; — T)

51:5:

i=1

n
S. =Z(x-—f)2 — o wenn n —
XX L

i=1

Die Varianz fiir §* ist klein wenn die x - Werte "ausgebreitet” sind
(= grofles Sy,) !
www.matstat.org

2020-07-15
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Erwartungswert und Varianz fiir den
Schatzer u,

py=at + 3% xg

E(u) = E(@*+8" -20)=E (Z (di + cizo) }z)
i=1

= a+ fFzg= o erwartungstreu !

n

V(ug) =V {a* 48" - a0) = V[Z (% +ei- (o —5’)) RL

i=1

s (1 (xo—7)°
e (n R

www.matstat.org

Referensvariabel fiir die Berechnung eines KI fiir

BT -8

3% N{ A a -2 Y N
B NG =) = 2 i N(0,1)

. £; 1 £, .
WENO) V=t V()= Ve =1 = N0
- Qo x~ (a2
= f:2 e ':_7' ~ 2 ¢
Go = = = = —Z(J) ’(n—2)
i= i=1
Z Z
—— ~t(n) giltallgemein firallen = —————— ~{(n—2)
x2{n) x%(n—2)
n n—
Z .
Qo 9 ———— ~t(n—2) setzenunobigen
== e xt(n—-2) = o " i
o2 X ) \/T %_2) Ausdruck fir Z ein
"8 P
YN B — mit
——— ~in—-2) = £ ~tn-—2
o ) ( ) 5/ Sz (n=2) s =/ Qo/(n—2)
o?(n—2

Uwe Menzel, 2017

2020-07-15
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Konfidenzintervall fiir 5
g -5

~t(n—2) Referenzvariable

P(—tﬂ/g(r2—2)< B 3<+f0/2(n—2))—1—a

/ v S.;-.;-
/f" 1 ""\\ 2 Einschlief3en zwischen Quantilen (siehe Abb.)
/2 —a ™y “ — Umformen in der Klammer P(...)
T
—ta2(n—2) taj2(n=2)

P(ﬁ*—t,,/z(n—Z)- <»’3£3*+tu/2(n—2)~3—r)=1—a

v S:r:u A% Smx

LS = »’3* * fa/zf’fb - 2) : TT Konfidenzintervall fiir 8
rr

Uwe Menzel, 2017

Zusammenhang zwischen R? und Pearsons
Korrelations-Koeffizient
qQ

R? = # Bestimmtheitsmaf3
"STI S’lj'lf

; (vi = %) Sy

n l = Pearson-Korrelation
o= \/2 e

r=

Bestimmtheitsmafd R? und Pearsons Korrelations-Koeffizient sind

fiir einfache lineare Regression (wenn wir nur eine unabhangige
Variable haben) gleich.

www.matstat.org
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