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Gewohnliche
Differentialgleichungen 2. Ordnung

r = z(t) Auslenkung einer Feder, Ladung ...
d
r = d—jf Ableitungen nach der Zeit

F(z" ', x,t) =0 implizite Form
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Gewohnliche
Differentialgleichungen 2. Ordnung

o a;(t): Koeffizienten
e f(t): Storfunktion

e f(t) = 0: homogene Gleichung
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LOosbare Falle
35‘” + al(t) . CE, —+ Clo(t) - r = f(ﬁ)

Eine allgemeine Ldsung dieser Differentialgleichung kann nicht angegeben werden.
Jedoch sind LAsungen fiir eine Reihe von Spezialféallen bekannt:

« homogene Gleichung mit konstanten Koeffizienten
« inhomogene GI. mit konstanten Koeffizienten und speziellen Stérfunktionen
* bei fehlenden Termen, z.B:

Uwe Menzel, 2000



Spezielle I6sbare Differentialgleichungen

Eulersche, Besselsche und Gaussche Dgl.:
at’z” + btx' +cx =0
t?z" +tx' + (t* — p*)z =0

tt—Da" +[(a+ B+ 1Dt —~lz' +afy=0
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Federschwinger

PSS S LI SIS S ISP,

Auslenkung aus
der Ruhelage: x(t)

Quelle: Wikipedia
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Ungedampfter harmonischer
Oszillator

Ruckstellkraft F=—-k- x
Newtonsches Gesetz F'=m - a

mx” + kx =0

At

Ansatz: x = e A noch unbekannt

A+ E = charakteristische Gleichung

A =iy /£ = tiwg

Zwei linear unabhangige Losungen: e*@°* und e

—iwot




Superpositionsprinzip

twot —1twot

Zwei linear unabhangige Losungen: e und e

Alle Linearkombinationen dieser Lésungen bilden die allgemeine
LOosung der homogenen Differentialgleichung:

z(t) = Cy - eol 4 Oy - e wol
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Fundamentalsystem

z(t) = Cy - eot 4 Cy - = ol

’I:(.U(}t

e — coswol + 7 - sin wpt Eulersche Gleichung

x(t) = A; - sinwgt + As - coswot

sin (wot + ¢) = sinwgt - cos ¢ + cos wypt - sin ¢

z(t) = B - sin (wot + ¢)
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Lineare Unabhangigkeit von 2 Funktionen x;(t):

Es lassen sich keine Konstanten C; und C, finden, so dass:

Cl . .’L’l(t) -+ Cg . SEQ(t) =0

Zwei Funktionen sind linear unabhéngig, wenn sie nicht proportional sind:

d [ xo Th - r) — x0T}
i (3) g Ao

1 T2 0
.SCI 35‘, #
1 2

Uwe Menzel, 2000



Wronski-Determinante

L1 T2
Ty

£0

SATZ: Zwei Partikularlésungen x, und x, bilden genau dann ein Fundamentalsystem
und ihre Linearkombination stellt das allgemeine Integral der Differentialgleichung

" +ay(t) -2’ 4+ ap(t) -z =0
dar, wenn die aus ihnen gebildete Wronskische Determinante von Null verschieden ist.
L1 L2 I3

Auf hohere Ordnungen erweiterbar: 33’1 3312 xé 40

o o  xf
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Anfangsbedingungen

Eine Differentialgleichung 2. Ordnung erfordert die Kenntnis von zwei
Anfangswerten (oder Randwerten):

z(0) = xg
z'(0) = wg
x(t) = Ajp-sinwgt + As - coswpt

Al W - COSWOt — AQ W - SiIlOdOt

8
N
o
~—
I

Lo = A2

Vo — A]_'(JJO

x(t) = D sin (wot) + g cos (wot)
Wo
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Phasenraumdarstellung

Wir konnen t eliminieren und v Uber x auftragen:

z(t) = Bsin(wot + ¢)
v(t) = a'(t) = Bwg cos (wot + @)

) —  sin? (wot + @)
( ’ )2 —  cos? (wot + ¢)
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Phasenraumdarstellung fir freie Schwingung
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Dampfung
mz" + 2rmax’ + kxr =0
Reibungsterm ~ Geschwindigkeit; Reibungskoeffizient 2r
konstante Koeffizienten — Ansatz:  x(t) = et

Charakteristische Gleichung A% 4 2r)\ 4+ w3 = 0

Mg =—r=+ \/r2 — w?
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Gedampfte Schwingung

z(t) = Cp-eMt4Cy- et
Al/g = —rj:\/?“z—wg

a) > w, (starke Dampfung) — 4;/, reell und positiv

b) r = wy (aperiodischer Grenzfall)

A = —r
ri(t) = e und ay(t) =te "
z(t) = e Oy + Cot)
—1rt —rt
r1 T2 | e te ot
oy b | ‘ —re” "™ (1 —rt)e ™ | € 70
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Gedampfte Schwingung, Forts.

C)r < wy (schwache Ddmpfung, Schwingfall)

A = —rtiyjwg—r?
x(t) = Ciexp [—rt—l—z\/wo — 12 ] + Cy exp [—'rt — iy wi — 12 -t]
r(t) = Be "t Sin(\/wg —7r2 - t+ ¢)

Kleinere Frequenz, Amplitude
nimmt exponentiell ab:
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Isoklinenmethode

z(t) = -sin (1/w -t + )
v(t) = — B-r-e "sin(y/wi—1r2 -t+ )
+ B-e " 2—1r2. cos(y/wi—12 -t+ )

Manchmal kann man t nicht einfach aus der Losung eliminieren, um die
Phasenraumdarstellung zu erhalten.

mx” + 2rmax’ + kx =0

d’x  dv B dv dx dv

a2 dt  dr dt  dr

(%

d
—Uv—l—Qmm—l—ka:—O
dx



Isoklinenmethode, Forts.

d
m—vv—l—Qmm—l—kaZ =0
dx

Isoklinen sind diejenigen Kurven, auf denen % jeweils gleiche Werte hat.

dv ( k x)
b 7 SR
dx m v

tan ¢ = — (2r+£-£)

m v
k x
v=——"
m tan ¢ + 2r
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Source code: damped_oscillator.R
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Inhomogene Gleichung

z" 4 2rz’ + wiz = fosin (Qt)

SATZ: Die allgemeine Losung der linearen inhomogenen Differential-
gleichung ist gleich der Summe aus der allgemeinen LOsung der
entsprechenden homogenen Gleichung und irgendeiner partikularen
LOosung der inhomogenen Differentialgleichung.

Tinh = Thom T Lpar

Ansatz fir partikulare Losung:  Zpar(t) = D - sin (Qf + «)
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Inhomogene Gleichung, Forts.

x4+ 2rz’ + wix = fosin (Qt)
Tpar(t) = D - sin (Ut + «)

Termy - sin (Qt) + Terms - cos (2t) =0
Termy = wiDcosa —2rQ)Dsina — Q?Dcosa — fo =0

Terms = wiDsina + 2rQ)D cosa — Q?Dsina = 0

QTQ D — fO
Q2 — w% \/(92 — w8)2 + 47r2Q)2

tana =

z(t) = Be "'sin (\/wZ — 12 -t+ @)+ Dsin (U + «
0




Inhomogene Gleichung, Forts.

r(t) = Be ™ sin(\/wg —r2 -t+¢)+ Dsin (Q + «)
YT

— _ & ~ J
Gedampfte Schwingung: Forcierte Schwingung:
expon. fallende Ampl. D~F,
verminderte Frequenz dieselbe Frequenz wie F,

v(t) =2'(t) = ...

x und v fir einige Hundert t-Werte ausrechnen, dann v Uber x auftragen,
um Phasenraumdarstellung zu bekommen.

Source code: forced_oscillator.R
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Erzwungene Schwingung (Grenzzyklus)

Komplette Lsg. Phasenraum plot
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Source code: forced_oscillator.R
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Ansatze fur spezielle rechte Seiten

Inhomogenitat

Ansatz

a cos wt + b sin wt

A coswt + B sin wt

a0+a1t—|—a2t2—|—...

Ag + At + Ast? + ...

aekt

Aekt

Linearkombination obiger
Funktionen

Linearkombination obiger
Ansatze
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Resonanzfall

Storfunktion oder einer ihrer Terme ist gleichzeitig LGsung der
homogenen Gleichung:

!+ x' — 2x = cosht

Thom = Cre' + Coe™?!

aber: cosh(t) = 1 (e! + e *)

In diesem Falle versagt das Ansatzverfahren — Variation der Konstanten
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Variation der Konstanten

:chom(t) = Ol . :El(t) + CQ . wg(t)

/ |

xs(t) = C1(t) - 21(t) + Cao(t) - 22(t)

(Ansatz fur partikulére Losung)

einsetzenin: ' + 2ra’ + wiz = fo(t)

||]|:> Ci T Cé w2 = 0 Beachte, dass x; und x, Losungen der
Ci ' 93’1 + C’é : 3:"2 = f(t) homogenen Gleichung sind

Uwe Menzel, 2000



Variation der Konstanten, Forts.

Ci-x14+Cy-z2 = 0
Cp-xy + Cy - a5 f()

Nach C; und C; auflésen! Dies ist immer moglich, denn

1 X2
Ty T

£0

( Wronski — Determinante )
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Nichtlineare Dynamik

Duffing-Gleichung

a4+ 2re’ + wix + Bad = focos (Qt)

f@)=f0)+f(0) o+ 52 a2 4 L0 08 4

F(—x) = —F(x)
U(—z) = U(x)

Numerische Losung ( Runge Kutta )
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Nichtlineare Dynamik
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Bifurkation Lorentz-Attraktor
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Randwertprobleme (RWP)

« an mehreren Stellen werden Bedingungen an x oder x" gestellt
 oft sind dies die Rander des Definitionsbereiches
» bei RWP existiert nicht immer eine eindeutige L6sung

" 4+ x =0
xr=Cicost+ Chsint

z(0) =0 und (1) =0
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' +x=0 m—> x=Cjcost+ Cysint

a) x(0)=0und z(1) =0
Ci-1+4C5-0=0 wund C7-cosl+Cs-8in1 =0
Ci1=Cy =0 eindeutige Losung

b) «(0)=0und z(7w) =0

011+CQOZO und Cl(—l)-l-CQO:O
C1 =0 ; C5 beliebig unendlich viele Losungen

c) (0)=0und z(r)=1

Ci-1+C5-0=0 und Cl-(—1)+02'0:1

keine Losung



Eigenwertgleichungen

22+ U(x) =E Energiesatz
p=m-a’ Impuls

% +U(x) =F

p— —ih4 Impulsoperator

(—%j—; + U(x)) U(r) = E-¥(z)

sei wieder U(az) = —%xz harmonischer Oszillator

2 32
L — a?U = EV

- 2m dz?
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Eigenwertgleichungen, Forts.

h2 d°W E 2
 2m dx2 _533 V= kv

fuhrt auf Hermitesche Differentialgleichung, nur flr bestimmte Werte von
E l6sbar (Eigenwerte):

E, = hwy (n—l— %)

diskrete Eigenwerte ( Energiezustande), Quantelung
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Nichtlineare Differentialgleichung

1/

mx’ = —kx lineare Rickstellkraft

"o nichtlineare Rickstellkraft, F ist eine nichtlineare
mz" = F(x) ) : :
Funktion der abhangigen Variablen

mz''x' = F(x) -2’ (mit x" multiplizieren)

4 (22”) = -4U(@)

%az’z = FE —U(z)  Energiesatz
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Nichtlineare Differentialgleichung, Forts.

%xﬂ = FE —U(z)  Energiesatz

Trennung der Variablen:

dt = da
V2 (E-U(z))

. I dx
t=to=1, V2 (E-U(x))
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Zusammenfassung

Losung einer homogenen Dgl. 2. Ordnung mit konstanten
Koeffizienten

Ansatzverfahren flir innomogene Gleichungen 2. Ordnung
Methode der Variation der Konstanten
Wronski-Determinante, lineare Unabhangigkeit
Phasenraumportraits, Isoklinenmethode

Begriffe aus der nichtlinearen Dynamik
Randwertprobleme

Eigenwertprobleme
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